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Entscheidungsprobleme fiir Automaten

Wir haben bisher folgende Probleme flr Automaten betrachtet:
e |eerheit: Gegeben M, gilt LLM) = 07?
® [nklusion: Gegeben M; und Mo, gilt L(M;) € L(M,)?
¢ Aquivalenz: Gegeben M, und M,, gilt L(M,) = L(M,)?

Das Wortproblem fur FAs tber Alphabet X besteht darin, die folgende Funktion zu be-
rechnen:

Eingabe: ein FA M und ein Wort w € Z*
Ausgabe: ,ja“ wenn w € L(M) und ,nein“ wenn w ¢ L(M)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 11 Folie 3 von 35


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?
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Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fiir DFA l6sen

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 11 Folie 4 von 35


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fur DFA 16sen
Exponentieller Algorithmus: Potenzmengen-DFA ist exponentiell gro3
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Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fur DFA 16sen
Exponentieller Algorithmus: Potenzmengen-DFA ist exponentiell gro3

Variante 2: NFA direkt mit Zustandsmengen simulieren
(vergleichbar ,on-the-fly Version von Variante 1)
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Details: Variante 2

Eingabe: NFA M = (0, X, 8, Qo, F) und Wort w
Ausgabe: Ist w € L(M)?

® |nitialisiere Zy := Qo
® Fir jedes Symbol o inw =0 - - oy
Berechne Z; := Uz, , 6(q,07)

® Firalle g e F:
Falls g € Z,,: Das Ergebnis ist ,ja“.

® Falls kein g € F N Z, gefunden wurde: Das Ergebnis ist ,nein®.

Alle Teilberechnungen kdnnen in polynomieller Zeit ausgefihrt werden, sofern M
~vernunftig” kodiert wird.
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Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fiir DFA 16sen
Exponentieller Algorithmus: Potenzmengen-DFA ist exponentiell grof3

Variante 2: NFA direkt mit Zustandsmengen simulieren
(vergleichbar ,on-the-fly Version von Variante 1)
Polynomieller Algorithmus: Zustandsmengen sind von linearer GrdBe; Berechnung
der Nachfolgemenge als Vereinigung linear vieler 5-Ergebnismengen
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Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?
Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fiir DFA 16sen
Exponentieller Algorithmus: Potenzmengen-DFA ist exponentiell grof3
Variante 2: NFA direkt mit Zustandsmengen simulieren
(vergleichbar ,on-the-fly Version von Variante 1)
Polynomieller Algorithmus: Zustandsmengen sind von linearer GrdBe; Berechnung
der Nachfolgemenge als Vereinigung linear vieler 5-Ergebnismengen

Variante 3: Konstruiere einen DFA M,, mit L(M,,) = {w} und prife, ob L(M) N L(M,,) # 0
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Details: Variante 3

Der Automat M,, fir w = oy - - - 0, ist leicht gefunden:

Eingabe: NFA M = (Q,ZX, 5, Qy, F) und Wort w
Ausgabe: Ist w € L(M)?

(1) Konstruiere M,,
(2) Berechne Produktautomaten M ® M,,
(3) Entscheide, ob LIM® M,,) # 0
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Das Wortproblem ftr NFAs

Was tun, wenn ein NFA gegeben ist?

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fiir DFA 16sen
Exponentieller Algorithmus: Potenzmengen-DFA ist exponentiell grof3

Variante 2: NFA direkt mit Zustandsmengen simulieren
(vergleichbar ,on-the-fly Version von Variante 1)
Polynomieller Algorithmus: Zustandsmengen sind von linearer GrdBe; Berechnung
der Nachfolgemenge als Vereinigung linear vieler 5-Ergebnismengen

Variante 3: Konstruiere einen DFA M,, mit L(M,,) = {w} und prife ob L(M) N L(M,,) # 0
Polynomieller Algorithmus: M,, ist linear in [w|; Schnittmengen-DFA ist quadratisch
grofB3; Leerheitstest ist polynomiell in dieser Gro3e
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Wortproblem fir NFAs — Komplexitat

Variante 1: NFA in DFA umwandeln (Potenzmengenkonstruktion),
Wortproblem fiir DFA l6sen

Variante 2: NFA direkt mit Zustandsmengen simulieren
(vergleichbar ,on-the-fly Version von Variante 1)

Variante 3: Konstruiere einen DFA M,, mit L(M,,) = {w} und prife ob L(M) N L(M,,) # 0
Mit Variante 2 und 3 erhalten wir:

Satz: Das Wortproblem fir NFAs kann in polynomieller Zeit entschieden werden.
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Weitere Probleme fiir Automaten

Das Endlichkeitsproblem fiir FAs lber Alphabet X besteht darin, die folgende Funktion
zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) endlich ist; andernfalls ,nein*
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Weitere Probleme fiir Automaten

Das Endlichkeitsproblem fiir FAs lber Alphabet X besteht darin, die folgende Funktion
zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) endlich ist; andernfalls ,nein*

Idee (wie beim Pumping-Lemma): Unendliche Sprachen erfordern (mind. einen) Zyklus.
~» Suche nach Zyklen, die auf einem Pfad von einem Start- zu einem Endzustand

liegen (polynomiell).
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Weitere Probleme fiir Automaten

Das Endlichkeitsproblem fiir FAs lber Alphabet X besteht darin, die folgende Funktion
zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) endlich ist; andernfalls ,nein*

Idee (wie beim Pumping-Lemma): Unendliche Sprachen erfordern (mind. einen) Zyklus.
~» Suche nach Zyklen, die auf einem Pfad von einem Start- zu einem Endzustand

liegen (polynomiell).

Das Universalitatsproblem fur FAs Uber Alphabet X besteht darin, die folgende Funkti-
on zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) = X*; andernfalls ,nein®
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Weitere Probleme fiir Automaten

Das Endlichkeitsproblem fiir FAs lber Alphabet X besteht darin, die folgende Funktion
zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) endlich ist; andernfalls ,nein*

Idee (wie beim Pumping-Lemma): Unendliche Sprachen erfordern (mind. einen) Zyklus.
~» Suche nach Zyklen, die auf einem Pfad von einem Start- zu einem Endzustand
liegen (polynomiell).

Das Universalitatsproblem fur FAs Uber Alphabet X besteht darin, die folgende Funkti-
on zu berechnen:

Eingabe: ein FA M
Ausgabe: ,ja“, wenn L(M) = X*; andernfalls ,nein®

Komplement des Leerheitsproblems: L(M) = X* genau dann, wenn L(m) =0.
~> Komplexitat abhéngig von FA-Komplementierung.
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Viereinhalb Wochen
regulare Sprachen

auf sieben Folien
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Die Chomsky-Hierarchie

Die Chomsky-Hierarchie unterteilt Grammatiken in vier Stufen:
* Typ 0: beliebige Grammatiken

® Typ 1: kontextsensitive Grammatiken:
(a) Alle Regeln w — v erflllen die Bedingung [w| < |v].
(b) Es gibt eine Regel S — € und alle anderen Regeln w — v enthalten kein S
in v und erflllen [w| < v|.
® Typ 2: kontextfreie Grammatiken:
Alle Regeln haben die Form A — v fir eine Variable A.
* Typ 3: regulare Grammatiken:
Alle Regeln haben eine der Formen

A—>cB oder A—c oder A — e,

wobei A und B Variablen sind und c ein Terminalsymbol ist.
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Chomskys Hierarchie ist eine Hierarchie

Formale Sprachen

Typ-0-Sprachen
Kontextsensitive Sprachen (Typ 1)

Kontextfreie Sprachen (Typ 2)

Regulére Sprachen (Typ 3)

(Dafur mussten wir Typ 1 erweitern und e-Regeln bei Typ 2 eliminieren.)
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Automaten

Wir kennen mehrere Varianten endlicher Automaten:
® Deterministischer endlicher Automat (DFA)
— mit totaler Ubergangsfunktion
® Nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA)
— mit e-Ubergangen
— mit Wortlibergangen
— mit Ubergangen fir regulare Ausdriicke
(Nur fir die Umwandlung regulérer Ausdriicke in e-NFAs.)

Die Sprache eines Automaten haben wir auf zwei Arten definiert:
e Mit Hilfe einer verallgemeinerten Ubergangsfunktion, die ganze Wérter einliest;
® durch akzeptierende Laufe, die einem Wort zugeordnet werden kénnen.
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

DFA

Sebastian Rudolph, TU Dresden

regulére regularer 1) komposit.
Grammatik Ausdruck 2) explizit
W1 = :1612“ 1) Ersetzung
S 2) Dyn. Prog.
,DFA C NFA*® ANFA C e-NFA*
_) _)
¢ NFA ¢ e-NFA
Potenzm.-
konstr. dualer Graph

Syntax-
diagramm

Formale Systeme, VL 11
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Umformungsalgorithmen (1)

Eingabe

kontextfreie Grammatik
DFA M

DFA M

Syntaxdiagramm

NFA M

regulare Grammatik G
NFA mit Wortibergangen
e-NFA M

Sebastian Rudolph, TU Dresden

Ausgabe

e-freie kontextfreie Grammatik
totaler DFA Miotal

regulare Grammatik G

NFA

Potenzmengen-DFA Mpga
NFA Mg

e-NFA

NFA elim (M)

Formale Systeme, VL 11
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Umformungsalgorithmen (2)

Eingabe

NFAs M, M,
NFAs/DFAs M;, M,
totaler DFA M
NFAs M;, M,
NFA M

regulérer Ausdruck
regularer Ausdruck
NFA

NFA

totaler DFA M
totaler DFA M

Sebastian Rudolph, TU Dresden

Ausgabe

Vereinigungs-NFA M; & M,
Produkt-NFA/DFA M; @ M,
Komplement-DFA M

e-NFA M; © M, fur Konkatenation
e-NFA M fir Kleene-Abschluss

e-NFA (Komposition)

e-NFA (explizit)

regularer Ausdruck (Gleichungssystem)
reguldrer Ausdruck (dyn. Programmierung)
Quotienten-DFA M /.

reduzierter DFA M,

Formale Systeme, VL 11
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Regulare Sprachen

Die Menge der reguléaren Sprachen ist ...
® die Menge genau all jener Sprachen ...
— die von einer Typ-3-Grammatik beschrieben werden;
die von einem DFA erkannt werden;
die von einem NFA erkannt werden;
die durch einen regulédren Ausdruck beschrieben werden;
die endlich viele Myhill-Nerode-Kongruenzklassen haben;

® die kleinste Menge von Sprachen ...
— welche alle endlichen Sprachen enthalt und unter N, U, , o und *
abgeschlossen ist;
— welche die Sprachen 0, {e} und {a} (a € X) enthalt und unter U, o und *
abgeschlossen ist.

e Alle endlichen Sprachen sind regular (aber nicht umgekehrt).
® Alle regularen Sprachen erlauben Pumping (aber nicht umgekehrt).
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Probleme fur endliche Automaten

Problem
Leerheit

Inklusion

Aquivalenz

Wortproblem

Universalitat

Endlichkeit

Fragestellung
LM) £ 0

LOM)) € L(My)
LOM)) 2 L(My)

w & LOM)
LM) 2= 3¢

L(M) endlich?

Sebastian Rudolph, TU Dresden

Komplexitat
polynomiell

polynomiell falls M, DFA
exponentiell falls M, NFA

polynomiell falls M; und M, DFA
exponentiell falls M; oder M, NFA

polynomiell

polynomiell falls M DFA
exponentiell falls M NFA

polynomiell
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Kontextfreie Sprachen
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Kontextfreie Sprachen

Wir hatten kontextfreie Sprachen wie folgt definiert:

Eine kontextfreie Grammatik (oder Typ-2-Grammatik oder CFG) enthélt nur Regeln der
Form A — v, wobei A eine Variable ist.

Eine Sprache ist kontextfrei (oder Typ 2), wenn sie durch eine kontextfreie Grammatik
dargestellt werden kann.
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Kontextfreie Sprachen

Wir hatten kontextfreie Sprachen wie folgt definiert:

Eine kontextfreie Grammatik (oder Typ-2-Grammatik oder CFG) enthélt nur Regeln der
Form A — v, wobei A eine Variable ist.

Eine Sprache ist kontextfrei (oder Typ 2), wenn sie durch eine kontextfreie Grammatik
dargestellt werden kann.

Das genigt, um nichtregulare Sprachen darzustellen:

Beispiel: Die Sprache {a"b" | n > 0} ist kontextfrei, da sie durch die folgende CFG
dargestellt werden kann:

S — €| aSh

(Ubung: Beweisen, dass die Grammatik wirklich diese Sprache erzeugt.)
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Beispiel

CFGs eignen sich zur Darstellung vollstandig geklammerter Ausdriicke.

Beispiel: Vollstdndig geklammerte regulare Ausdricke Uber Alphabet £ = {oy,...,0,}
sind als CFG Uber dem Alphabet Z U {0, ¢, (,), |, *} darstellbar:

S—>01elAI(SS)|(SIS)|(S)

A-so]...|o,

Allgemein ist die Beschreibung korrekt geklammerter Ausdriicke fur viele Sprachen sehr
wichtig, nicht zuletzt fir Programmiersprachen.
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Ein praktisches Beispiel ...
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Ein praktisches Beispiel ...
Kontextfreie Grammatik fir XML 1.1 (in W3C EBNF):

proog elesnt s - Qe Rescelcadnar G
Eheihorer | 7011 10088 SxIOFFFF) /* any Unicode character, excluding the surrogate blocks, FFFE, and FFFF. %/
il | m- ..q \ Trrnir) | (e osnas) | (raeebeoF)

" | T2 LTI | Cono-emoe) | (ox0-05861 | [4xP0420FY | (4070950700 | T IFTE] | (HR200C- 62801 | (2070-$5218E] | (HRCO0-SIFEF) | CHONN-SRBTFF] | CAXP-SRESCE] | COXEORS-SSEFRD | Lo o0mn-#iEFEEE)
peseartar 1+t RS T ot e | oo

ReStariChar (anechar)
o hed vamey
Ciamechi)
itoken (420 Hoken

1 Piieforence | geference () | PReference | Reference)®
renee Bty | ratetbncert
)

o
: Qarerss?
B ‘n e
ficct
G evare 1
(her

arey)

incsibset ) S7 750

slenantdacl | A((‘hs(lkd 1 Encicybect | Yotationbecl | PI | Coment
Texebact? axtsuvset

(et " coditioises L s

i maon 1 21 Cyest 1 ey )
(Brodctions 33 through 35 have been

Pl e 57

T

EETE R F S n
57 om0 el 00 1 C 57 e 520

| BT | BAITIES' | weoke | wokens”
L S e 570
ncoken 3173

Y R 7 Acctatue)

1 )
isnareseciContencat 173>

mmrn[ ,gnmsm:mm 1 e
55 G

(o tiEn
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Beispiel Co

mpiler

Quellprogramm

Le

Xer

Parser

Programm in Zielsprache

Sebastian Rudolph, TU Dresden

lexikalische Analyse
erzeugt Folge von Tokens
~» reguldre Sprache

syntaktische Analyse
erzeugt Strukturbaum
~ kontextfreie Sprache

Codeerzeugung,

Optimierung,. ..

Formale Systeme, VL 11
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Wiederholung: Ableitung

Sei (V, X, P, S) eine Grammatik. Die 1-Schritt-Ableitungsrelation ist eine binare Relati-
on = zwischen Wértern aus (V U X)*, so dass u = v genau dann, wenn:

u=wyxw, und v =w;yw, und es gibt eine Regel x - y e P

wobei wi, wyp,x,y € (V UX)* beliebige Worter sind.

Die Ableitungsrelation =~ ist der reflexive, transitive Abschluss von =, das heif3t
u = v genau dann, wenn:

U=W) DW= ... D Wy D W, =V

wobei n € N und wy,...,w, € (VU X)" beliebige Wérter sind. Insbesondere qilt u =* u
far alle u € (VU X)* (Fall n = 0).

Anmerkung: Der Begriff ,Herleitungsrelation® ist auch gebréduchlich. Wir verwenden ,Ableitung*
und ,Herleitung“ synonym.

Anmerkung 2: Manche Autor:innen schreiben r statt =.
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Beispiel

Die Grammatik

S>A|M|V
A — (S+S)
M — (SxS)
Vox|yl|z

erzeugt zum Beispiel das Wort (x = (y + z)) Uber die Ableitung:

S = M= (S%S) = (V+S) = (xxS) = (xxA) = (x%(S+S))
= (x+(V+3)) = (xx(y+5)) = (xx(y+V)) = (xx(y+2))
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Quiz: Ableitungen kontextfreier Grammatiken

Sei (V, X, P, S) eine Grammatik. Fir wy, wo, x,y € (V U X)* gilt:
wixwy = wy yw, gdw. es gibt eine Regel x — y € P.

Die Ableitungsrelation =* ist der reflexive, transitive Abschluss von =.

Quiz: Wir betrachten die CFG G = (V, X, P,S) mit £ = {0, 1}, ...
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S=M
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (SxS)
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS)
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (xxA)
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (x*A)
= (x#(S5+9))
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|y|z

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (x*A)
= (xx(S+9)) = (xx(V+9))
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|yl|lz

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (xxA)
= (xx(S+9)) = (xx(V+9))
= (xx(y+5))
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|yl|lz

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (xxA)
= (xx(S+9)) = (xx(V+9))
= (xx(y+S)) = (xx(y+V))
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Ableitungen als Baume

Grammatik:

S—>AIM|V A-— (5+S)
M — (SxS) Vox|yl|lz

Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (xxA)
= (xx(S+9)) = (xx(V+9))
= (xx(y+S)) = (xx(y+V))

= (x(y+2))
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Von Ableitung zu Ableitungsbaum

Sei G =(V,X, P, S) eine Grammatik und sei § = wy = w; = ... = w, eine Ableitung
(mitw; e VUuX) firalleief{l,..., n}).

Wir erhalten den entsprechenden Ableitungsbaum wie folgt:
® Der Ableitungsbaum wird initialisiert mit einem einzigen Wurzelknoten S.
® Der Baum wird schrittweise konstruiert. Nach i Schritten ergeben die Blatter des
Baumes — gelesen von links nach rechts — immer genau w;.

® Wenn in einem Ableitungsschritt w; = w;;; die Regel V — u angewendet wurde,
dann erhélt der Knoten flir V genau |u| Kindknoten, die — von links nach rechts —
mit den Symbolen aus u beschriftet werden.

Ableitungsb&dume sind auch als Syntaxbaume oder Parsebaume bekannt.
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung?

Der selbe Ableitungsbaum wird oft durch viele Ableitungen erzeugt:

Vorige Ableitung:

S = M = (S%S) = (VxS)
= (xxS) = (xxA)
= (x#(S+9)) = (xx(V+9))
= (xx(y+S)) = (xx(y+V))

= (xx(y+2))

Alternative Ableitung:

S = M = (S%S) = (S%A)
= (S%(5+9)) = (S*#(S+V))
= (Sx(V+V)) = (V=(V+V))
= (Vx(V+2)) = (Vx(y+2))
= (x#(y+2))
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung

Beobachtung:
® Fir jeden inneren Knoten im Ableitungsbaum gibt es genau einen
Ableitungsschritt.
¢ Die Reihenfolge der Schritte ist egal, sofern Elternknoten vor ihren Kindern ersetzt

werden.

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 11 Folie 31 von 35


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Vom Ableitungsbaum zur Ableitung

Beobachtung:
® Fir jeden inneren Knoten im Ableitungsbaum gibt es genau einen
Ableitungsschritt.
¢ Die Reihenfolge der Schritte ist egal, sofern Elternknoten vor ihren Kindern ersetzt
werden.

Eine totale Ordnung der Knoten eines Baums, bei der Eltern vor ihren Kindern be-
trachtet werden, heif3t topologische Sortierung.

~» Jede topologische Sortierung der Knoten eines Ableitungsbaumes flihrt zu einer
erlaubten Ableitung.

Beispiel: (a) Topologische Sortierungen:
abcdef (Breitensuche von links), acbfed (Breitensuche
e ° von rechts), abdecf (Tiefensuche von links), acfbed (Tie-

Q e 0 fensuche von rechts), ...
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung: Beispiel

Wir markieren die Variablen zur Veranschaulichung mit Indizes:

Si

|
{!l\\)
| |
Vs
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung: Beispiel

Wir markieren die Variablen zur Veranschaulichung mit Indizes:
Sortierung S1MyS3V5S4A6S7VoSsVip:
Si S; = M, = (S3%Ss) = (Vs#Sy)

| = (X*S4) = (xxAg)
// | \\ = (x#(S7+Sg)) = (xx(Vo+Sy))
(S ) = (xx(y+Sg)) = (x+(y+V10))

Vs = (xx(y+2))
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung: Beispiel

Wir markieren die Variablen zur Veranschaulichung mit Indizes:
Sortierung S1MyS3V5S4A6S7VoSsVip:
Si S; = M, = (S3%Ss) = (Vs#Sy)

| = (X*S4) = (xxAg)
// | \\ = (xx(S7+S3)) = (xx(V9+Sg))
(S ) = (xx(y+Sg)) = (x+(y+V10))

= (xx(y+2))

\Y
|5 // | \\ Entspricht Tiefensuche von links
X ("S7 + Sg ) ~» Linksableitung

| |

Vo Vi

|

y z
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Vom Ableitungsbaum zur Ableitung: Beispiel

Wir markieren die Variablen zur Veranschaulichung mit Indizes:
Sortierung S1MyS3V5S4A6S7VoSsVip:
Si S; = M, = (S3%Ss) = (Vs#Sy)

| = (X*S4) = (xxAg)
// | \\ = (xx(S7+Sg)) = (x*(Vo+Sg))
(5= ) = (xx(y+Sg)) = (x+(y+V10))
| l = (xx(y+2))

Vs
| // | \\ Entspricht Tiefensuche von links
X ("S7 + Sg ) ~» Linksableitung
I |
Vo  Vio Alternative Reihenfolge bei Tiefensu-
| | che von rechts:
y z S1M2S54A6SgV10S7V9S3 Vs

~» Rechtsableitung
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Rechtsableitungen und Linksableitungen

Man kann diese speziellen Ableitungen auch ohne den Ableitungsbaum direkt
erzeugen:

® |inksableitung: In jedem Ableitungsschritt wird die am weitesten links stehende
Variable ersetzt.

® Rechtsableitung: In jedem Ableitungsschritt wird die am weitesten rechts stehende
Variable ersetzt.

Bei Typ-2-Grammatiken kann jede dieser Strategien jedes erzeugbare Wort generieren.

(Bei Typ-1-Grammatiken im Allgemeinen nicht. Ubung: Warum?)
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Anwendung Ableitungsbaum

Der Ableitungsbaum ist von groBBer praktischer Bedeutung, da er die ,innere Struktur®
eines Wortes einer kontextfreien Sprache reprasentiert.

In der Praxis geht es meist nicht darum, zu priifen, ob ein Wort in einer Sprache liegt,
sondern darum, seine syntaktische Struktur zu ermitteln.

Beispiele:
® Parsebaume in der Verarbeitung natirlicher Sprache kdnnen Aufschluss Uber die
Bedeutung eines Satzes geben.

® Syntaxbdume in Programmiersprachen sind die Grundlage fiir die inhaltliche
Interpretation des Codes.

® Ableitungsbaume in Mark-Up-Sprachen wie HTML oder XML sind entscheidend fiir
die Adressierung von Elementen (z.B. DOM im Browser).
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Zusammenfassung und Ausblick
Wir kennen viele Charakterisierungen fur regulare Sprachen, die man mit zahlreichen
Umformungen in Beziehung setzen kann.

Woérter in kontextfreien Sprachen haben eine interessante innere Struktur, die wir durch
Ableitungsbaume darstellen kénnen.

Bei Typ-2-Grammatiken représentieren Ableitungsbdume mehrere mégliche
Ableitungen.

Offene Fragen:
* Wie kann das Wortproblem bei kontextfreien Grammatiken gelést werden?
® Haben kontextfreie Sprachen ein Berechnungsmodell?

® Wie sehen nicht-kontextfreie Sprachen aus und wie erkennt man sie?
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