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Wiederholung: Regulare Ausdrtcke

Regulare Ausdriicke als Syntax fir Sprachen, die durch Operationen aus
endlichen Sprachen gebildet werden

Grundformen: 0, €, aflirallea € X
e Operationen: Konkatenation, Alternative (|), Kleene-Stern (*)

Viele weitere Ausdrucksmittel in praktischen ,RegExps*
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Kleene’s Theorem

Satz (,,Kleene’s Theorem“): Eine Sprache wird genau dann von einem reguléren
Ausdruck beschrieben, wenn sie von einem endlichen Automaten erkannt wird.

Letzte Vorlesung: ,regularer Ausdruck ~» endlicher Automat”
® kompositionelle Methode
® explizite Methode

Heute: ,endlicher Automat ~» regularer Ausdruck®
® Ersetzungsmethode
® Dynamische Programmierung

*) Konrad Jacobs, Erlangen, © Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, CC-BY-SA de 2.0
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Die Ersetzungsmethode
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

regulare
Grammatik

Wq1 = aga”
a
S g1 = @

regularer
Ausdruck

1) Ersetzung |
2) Dyn. Prog.

1) komposit.
2) explizit

E-NFA

w

L dualer Graph
Syntax-
diagramm
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NFA ~» regularer Ausdruck: Vorbereitung

Wir vereinfachen den NFA zunachst wie folgt:
Gegeben: NFA M =(Q.%. 6, Qy, F)
® Entferne alle Zustande, die von keinem Zustand in Q, erreichbar sind
® Entferne alle Zustande, von denen kein Zustand in F erreichbar ist

Die Menge der von einem Zustand aus erreichbaren Zustédnde kann mit Graphalgorith-
men berechnet werden, z.B. Breitensuche.

Offensichtlich verandert diese Vereinfachung die Sprache nicht

Beispiel:
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Die Ersetzungsmethode

Gegeben: NFA M =(Q,X,6, 0o, F)
Gesucht: regularer Ausdruck @ mit L(a) = L(M)
Ansatz:
Fir jeden Zustand g € Q, berechne einen regularen Ausdruck «,, fir die Sprache
L(a,) = {w € =* | es gibt ein g; € F mit ¢ = gy}
={weZ|6(g,w)NF + 0}
=LM,) mit M, =<0Q,%,6,{q}, F)

Dann gilt:
LM = | Liey)

q€Qo

= L(aql |a'qz | | (an) mlt QO = {ql7q2a'-~aqn}
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Notation

Wir verwenden } als verallgemeinerte Alternative:

Fir eine endliche Menge A = {a;,...,a,} von regularen Ausdriicken schreiben wir
> aca @ als AbkUrzung fir a4 | ... | @,.

Wir wenden diese Notation auch in anderen &hnlichen Fallen an, zum Beispiel fiir den
vorigen Ausdruck:

Zaq:aql lag, ... | a,

q€Qo
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Ersetzungsmethode — Schwierigkeit

Wie kann man die reguléaren Ausdriicke a, finden?

Beispiel: ohne Rekursion ist es einfach ...
@4 = aa,

@c = a,
a a

Beispiel: mit Rekursion ist es weniger klar . ..

oW O:L @ =7
»
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Ersetzungsmethode — Rekursion

Idee: rekursiver Automat ~> rekursive Definition von «,

Beispiel:

ay = aag | bac
ap = aay | aac | bag

ac =bag | €

~» Ein Gleichungssystem von regularen Ausdriicken!
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Ersetzungsmethode — Gleichungen

Allgemein kann man das Gleichungssystem wie folgt beschreiben:

Far einen NFA M = (0, X, 6, Qo, F) betrachten wir die folgenden Gleichungen flr Aus-
driicke o, mit g € Q.
® Fir jeden Zustand g € Q \ F:

aqEZ Z aap

acx ped(q,a)

® Fir jeden Zustand ¢ € F:

w=ely) 3w

aeX ped(q,a)

Jetzt missen wir diese Gleichungen lediglich lésen . ..
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Gleichungssysteme LOsen

T ay = aag | bac ap = aay | aac | bag ac =bag | €

Wie kénnen wir solche Gleichungssysteme l6sen?
* Methode 1: Gleichungen ineinander Einsetzen und das Ergebnis vereinfachen

Beispiel: Setzen wir die Definition von a¢ in die Gleichung flr a4 ein, so erhal-

ten wir
ay = aap | b(bag | €) = aap | bbag |b = (a|bb)ag | b.

Problem: rekursive Gleichungen lassen sich so nicht vereinfachen ...
* Methode 2: Rekursive Gleichungen direkt Lésen

\ Regel von Arden: Aus a = Ba | y mit € ¢ L(B) folgt @ = B*y.
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Beispiel: Gleichungssysteme Ldsen

oY)
8
I

= aa | cas

=ba, | €

o

—

o
S
i8]
I

O
c
@ B) az=e

=

@ =b'e=b*  Arden (2) Regel von Arden:
1) Aus a = Ba | y mit € ¢ L(B)
)

G

ap=ab’|cas (4)in(

ar=ab’lc  (3)in(5

folgt @ = B*y.

)

~> regulérer Ausdruck fir NFA ist 3., @, = a1, also ab” | ¢
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Korrektheit der Ersetzungsregel (1)

Fegel von Arden®: Aus a = Ba | y mit € ¢ L(B) folgt @ = B*y.

Beweis: Wir behaupten: Wenn L(a) = L(8) o L(a) U L(y) mit € ¢ L(8) dann gilt
L(@) = L(B)" o L().

Wir zeigen: dies gilt nicht nur fir L(a), L(B) und L(y), sondern flr beliebige Sprachen L,
K und H:

WennL =KLUHund e ¢ KdannL = K'H
Wir zeigen die beiden Richtungen der geforderten Gleichheit einzeln.

* nach Dean N. Arden der das Resultat 1961 publizierte; auch bekannt als ,Lemma von Arden*
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Korrektheit der Ersetzungsregel (2)

Annahme:L=KLUHund e ¢ K
Teilbehauptung 1: K'HC L
® Sei w € K*H beliebig
® Dann hat w die Form uy - --u,v mitn >0, uy,...,u, €e KundveH
e WegenL=KLUHgitKLCLundHCL
® WegenveHundHCLgiltvel
® Wegenvel,u, e Kund KL CLgiltu,velL
e Wegenu,vel,u,; €KundKL CL gilt u,_ju,v €L

e Wegenu;---u,vel,uy e Kund KL C Lgiltu;---u,vel
N——

w
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Korrektheit der Ersetzungsregel (3)

Annahme: L=KLUHund e ¢ K
Teilbehauptung 2: L ¢ K'H

Sei w € L beliebig. Wir beweisen w € K*H durch Induktion Gber n = |w|.

Induktionsanfang: sein =0
® Dannistw =€
® Weil € ¢ K gilt € ¢ KL
®* Daw=eeLundL=KLUHgiltalsoeecH
® Also gilt w € K*H.
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Korrektheit der Ersetzungsregel (4)

Annahme: L=KLUHund e ¢ K
Teilbehauptung 2: L ¢ K'H

Induktionshypothese: Die Aussage gilt fir alle Worter v mit [v| < n, d.h., fir jedes solches
v e Lgiltauch v € K'H

Induktionsschritt: sei [w| = n
® WegenL =KL UHgilt (1) w e Hoder (2) w € KL
e Fall 1 weH:dannistw = ew € K’'H

® Fall2w e KL:
— Danngibtesu e KundveL mitw = uv
— Wegene ¢ Kistu#eundalso|v|<|w|=n
— Laut IH gilt also v € K*H
— Wegen u € K gilt also auch uv = w € K'H

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
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Zusammenfassung Ersetzungsmethode

Die Umwandlung NFA ~» regulérer Ausdruck ist also wie folgt:
1

(1) Vereinfache den Automaten (entferne offensichtlich unnétige Zusténde)
(2) Bestimme das Gleichungssystem (eine Gleichung pro Zustand)

(3) Lose das Gleichungssystem (durch Einsetzen und Ardens Regel)

(4) Gib den Ausdruck fur die Sprache des NFA an (Alternative der Ausdricke fir alle

Anfangszustande)
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Ermittlung regularer Ausdricke durch dynamische
Programmierung
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

regulare
Grammatik

Wq1 = aga”
a
S g1 = @

regularer
Ausdruck

1) komposit.
2) explizit

1) Ersetzung
2) Dyn. Prog.

E-NFA

w

L dualer Graph
Syntax-
diagramm

Markus Krétzsch, 3. November 2025 Formale Systeme Folie 22 von 32



ldee

Gegeben: NFA M =(Q,%,6, Qo, F)
Gesucht: regularer Ausdruck a mit L(a) = L(M)

Ansatz:
Fir jedes Paar von Zustédnden ¢,p € Q, berechne einen reguléren Ausdruck «,,, fur

die Sprache

Lagp)=weX|g 5 p}
={weX"|pedg,w)
= L(Mq,p) mit Mq,p = <Qa 2,0, {CI}, {P}>

Dann gilt:

LM = | [ Liay,) = L[Z Zaq’p]

q€Qo peF q€Qo peF
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Dynamische Ermittlung von «,,

Gegeben: NFA M =(Q, X, 6, Qo, F)

Annahme: Zusténde sind nummeriert: Q = {q, ..., q,} (0.B.d.A.)

Gegeben M, Zahlen i,j € {1,...,n} und eine Zahl k € {0, 1,...,n} definieren wir die
Sprache L*[i, /] als die Menge aller Wérter w = a; - - - a, fiir die gilt:

az ar-1 ar

® es gibt einen Lauf ¢; 3p1 — ... = pe1 — gj, Wobei

e fir jeden Zwischenzustand p, mitz € {1,...,{ -1} gilt p, € {q1,..., gk}

Gesucht: Regulare Ausdriicke o[i, j] mit L(a*[i, /1) = L*[i, .

Wir wollen dynamische Programmierung anwenden, um o*[i, j] fiir immer groBere Werte
k zu berechnen.

Markus Krétzsch, 3. November 2025 Formale Systeme Folie 24 von 32



DerFallk =n

Gegeben M, Zahlen i,j € {1,...,n} und eine Zahl k € {0, 1,...,n} definieren wir die
Sprache Lk[i,j] als die Menge aller Wérter w = a; - - - a, fur die gilt:

® es gibt einen Lauf ¢; 3 D1 2.9 De-1 2 g;, wobei
e fir jeden Zwischenzustand p, mitz € {1,..., £ -1} gilt p, € {q1, ..., qx}

Fir k = n ist die zweite Bedingung immer erfillt, da {g;,...,g,} = O
~ L"[i,]] ist die Menge aller Wérter ,zwischen* g; und g;

~ a"[i,jl = ag, 4 sind die regularen Ausdrlcke, aus denen wir letztlich die Losung
ermitteln wollen
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Der Fall k =0

Gegeben M, Zahlen i,j € {1,...,n} und eine Zahl k € {0, 1,...,n} definieren wir die
Sprache Lk[i,j] als die Menge aller Wérter w = a; - - - a, fur die gilt:

az ar-1 a¢

® es gibt einen Lauf ¢; i>p1 — ... = De_1 — gj, Wobei
e fir jeden Zwischenzustand p, mitz € {1,..., £ -1} gilt p, € {q1, ..., qx}

Far k = 0 kann die zweite Bedingung fur keinen Zustand p; erfullt werden
~> LO[7,j] beruht nur auf Laufen ohne Zwischenzustande

® Falls i # j, dann kommen nur Laufe g; 5 g; in Frage

® Falls i = j, dann kommen Laufe ¢; 3 qi; (w = a) oder g; (w = €) in Frage
~> regulére Ausdriicke o [i, j] kénnen direkt aus M abgelesen werden

Markus Krétzsch, 3. November 2025 Formale Systeme Folie 26 von 32



Die regularen Ausdricke o [i, ]

Fiir k = 0 kénnen wir °[i, j] direkt aus M ablesen:

Seif{ai,...,ay} = {a € £ | g 5 g;} die Menge der Beschriftungen von direkten
Ubergéngen von g; zu g;.
e Falls i #j, dann ist
li,jl=ar]...|an

® Falls i = j, dann ist
ali,jl=ail...lanl€
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Die regularen Ausdriicke o**1[i, j]

Zur Bestimmung von o**![i, j] verwenden wir Ausdriicke o[7’, ']

ar-1 ar

® es gibt einen Lauf ¢; i)pl 5.9 Pe-1 — gj, wobei

e firjedes p, mitze{l,...,£— 1} qilt p, €{q1,..., g}

~> zwei Mdglichkeiten flr Laufe bei k + 1:

(1) kein p; ist gis1, d.h. p; € {q1, ..., qi}

(2) einige p; sind g;41; dann hat der Lauf die Form:

gilqr, - a G (g, - @ ) g, - @i g
Teillaufe: qi = qi+1 ( @1 => @ ) G — qj
Daher gilt:
@i, = i1 | (@l k+ 10 [k + 1,k + 1) [k + 1,1)
N——

Fall (1) Fall (2)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

a Fall k = 0:
a @ [1,1]=€ a°[1,2]=a 1,3l =c

c b 2,11=0 a°[2,2]=ble a°[2,3]1=0
@ [3,11=0 a°[3,21=0 a°[3,3] =€

Fall k = 1:
a'[1,1] = a1, 11 ] (@°[1, 11(@°[1, 11" e"[1,1]) = €
— ——

a'[1,2] = a[1,2] | (@°[1, 11(@°[1,1])"e’[1,2]) = a
*a

syntaktische, aber keine semantischen Anderungen

a'[i,j1 = @"li ]
(Grund: es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (2)

a Fall k = 1:
a @ a'[l,1]=€e a'[l,2]=a a'[1,3]=c

C b @'[2,11=0 a'[2,2]1=ble @'[2,3]1=0
@ @'[3,11=0 a'[3,2]1=0 a@'[3,3] =€

Fall k = 2:
1,17 =a'[1, 11 (@'[1,2](@'[2,2)"e'[2,1]) = €| (a(b | €)*0) = €
Q2[1,2] = @'[1,2] | (@'[1,2](@'[2,2])"a'[2,2]) = a | (a(b | &)*(b | €)) = ab*
@?(1,3] = a'[1,3] | (@'[1,2)(@'[2,2))"a'[2,3) = c | (a(b | €)"0) = ¢

@*2,11=0 a?[2,21=b* @?[2,3]1=0
@*[3,11=0 a?3,21=0 @*[3,3]=¢
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Beispiel: Dynamische Programmierung (3)

a Fall k = 2:
a @ ?[1,11=€ a?*[1,2]=ab* o?*[1,3]=c

C b @*2,11=0 a?[2,2] =b* @?[2,31=0
@ @*3,11=0 a?[3,2]1=0 a*[3,3]=¢€

Fall k = 3:

syntaktische, aber keine semantischen Anderungen:
@[i,j1 = [i, ]

(Grund: es gibt keine Pfade von 3 zu 3)

Damit sind alle o’[i, ] = "[i, ] bestimmt und wir erhalten den folgenden reguldren
Ausdruck fur den Automaten:

@’[1,2]|’[1,3] = ab" | c
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Zusammenfassung und Ausblick

Regulare Ausdricke sind eine praktisch wichtige Methode zur Beschreibung (beliebiger)
regulérer Sprachen

Die Ersetzungsmethode definiert und 18st ein Gleichungssystem, um aus einem NFA
einen regularen Ausdruck zu erzeugen

Die Methode der dynamischen Programmierung berechnet regulare Ausdriicke fir
Woérter ,zwischen® Zustandspaaren, wobei immer gréBere Teilmengen von
Zwischenzustanden verwendet werden diirfen

Offene Fragen:
* Wie aufwandig sind diese Umformungen im schlimmsten Fall?
® Welche Sprachen sind nicht regulér?

® Wie kann man Automaten systematisch vereinfachen?
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