‘ Technische
‘ Universitat

Dresden

Formale Systeme

1. Repititorium: Sprachen, Grammatiken und Automaten

Stephan Mennicke

Professur fiir Wissensbasierte Systeme

TU Dresden, 18. Dezember 2025


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/FS2020
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Stephan_Mennicke

Buchstaben, Alphabete und Sprachen

Stephan Mennicke, 18. Dezember 2025 Formale Systeme Folie 2 von 19



Aufgabe S1)

Es seien Xy = {a, b, c} und X, = {0, 1}. Beschreiben Sie folgende Mengen verbal oder
durch Aufzahlung:
21* Menge aller Wérter Uber X4, also a, b, c:
{e,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,ch,cc,aaa,aab, ...}
Zf Menge aller nicht leeren Wérter Uber X4, also a, b, c:
{a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc,aaa,aab, ...}
Zf Menge aller Wérter Uber X, der Lange 2:
{aa,ab,ac,ba,bb, bc, ca,cb, cc}
¥ 0 (X UXy)* Menge aller Worter Uber £y U X5, also a, b, ¢, 0, 1, die mit a, b oder ¢
beginnen:
{a,b,c,aa,ab,ac,a0,al,ba,bb,bc,b0,bl,ca,ch,cc,c0,cl,aaa,aab, ...}
P(Z;) Menge aller Teilmengen von X;:
{0, {a}, (b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}
P(X}) Menge aller Teilmengen von X7:
PEH)UL{...}
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Aufgabe S2)

Beschreiben Sie folgende Mengen, die iber die Operationen Vereinigung,
Konkatenation und Kleene-Stern gebildet werden, verbal oder durch Aufzahlung:

{a} U {b} U {c} {a, b, c}

{a} o {b} o {c} {abc}
{a} U {b} o {a} U {b} {a, ba, b}
{a}* {e,a,aa,aaa,aaaa, ...}

({a} U{b} U {chH* siehe S1) mit X}
({a} o {b} o {c})* {e,abc,abcabc, abcabcabe, . . .}
{a} U {a}" o {b} {a,b,ab,aab, aaab, . ..}

{0yu {1hH* {e,0,1,00,01,10,11,001,010,011,...}
{11 uU {1} o {O)* {e,1,10,11,101,110, 1010, 1111,.. .}
({0} U {1})" 0 {0} 0 {0} o ({0} U {1})"

{00,000, 001, 100, 0000, 0001, 1000, 1001, 00000, 00001, 00010, 00011, 00100, ...}
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Aufgabe S4)

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Identitat

(Li" o Ly")" = (L1 U Ly)".

N

. Jedes Wort w € (L} o L))" lasst sich per Definition (Kleenestern) in k € N
Teilwérter vivs - - - v zerlegen, sodass v; € (L} o L3) 1 <i < k.Jedes
Teilwort v; € (L} o L3) (1 < i < k) lasst sichinv] € L} und v? € L
zerlegen.Da L; C L, UL, (j €{1,2)}), gilt vi € (L1 U Ly)" und somit ist
v; € (L} U Ly)*.Das Wort w stannt also aus der Sprache ((L; U L,)*)* und
somit gilt w € (L, U L,)* (sieche Ubung 1, Aufgabe 2.d).

V)

: Firw e (L) U Ly)" gibt es eine Zerlegung v;v; - - - v, sodass v; € Ly oder
vi €Ly (1 <i<k).Fallsv; €Ly, qiltv; =vie € L] o L;.Analog
vi=¢v; € L o L} falls v; € L,.Damit gilt w € (L] o L})".
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Sprachen und Automaten
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Aufgabe S5)

Es sei der e-NFA M = ({qo, - . - , q4},{a, b}, 5,{q0}, {q2}) gegeben mit 6 wie unten
graphisch dargestellt:

Konstruieren Sie einen zu M aquivalenten DFA M.

Zun&chst eliminieren wir den e-Ubergang, zum Beispiel per Verlangerung nach rechts.
Nun fihren wir die Potenzautomatenkonstruktion durch und erreichen damit den DFA
M.
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Aufgabe S5)
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Aufgabe S6)

Es sei X = {a, b, c}. Geben Sie NFAs M;, M, an mit
1. LMy) = {w € £ | (Jw], ist ungerade und |w|, ist gerade) oder
(es gibt u,v € Z* mit w = ucccev)}
2. LMy) ={w e X*|(esgibt u,v € £ mit w = ubabcv) und
(es gibt u,v € Z* mit w = uccev) und
(es gibt kein u € X* mit w = au)}

Idee fiir beide: Eigenschaften einzeln modellieren und dann Automatenkonstruktoren
verwenden.
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Aufgabe S6a)

Es sei X = {a, b, c}. Geben Sie einen NFA M, an mit w € L(M;) genau dann, wenn
® |wl|, ist ungerade und |w|, ist gerade,
® oder es gibt u,v € Z* mit w = uccev.

Ml = ({qu qis--- aq7}72a 6a {1107 ‘]4}7 {‘1175]7}) mit
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Aufgabe S6b)

Es sei X = {a, b, c}. Geben Sie einen NFA M, an mit w € L(M;) genau dann, wenn
® esgibtu,v € Z* mit w = ubabcv,
® esgibt u,v € ¥* mit w = ucccv, und
® es gibtkein u € £* mitw = au.

M, entsteht als Produktautomat der folgenden drei Automaten:

go—0-0-p
a,b,c
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Aufgabe S6b)

Erstes Produkt:

Konstruktion des Produktautomaten:
Y \J b/ N\
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Aufgabe S6b)

a,b,c
Konstruktion von M,:
c @ c @ b /Sl'“\ a @ b
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Aufgabe S7)

Gegeben ist die kontextfreie Grammatik G = (V, X, P,S) mit V ={S,X, Y, T}, X = {a, b}
undP={S—>X|Y,X—>Th|Xb,Y - aT |aY, T — & | aTh}.

Geben Sie eine Grammatik G’ an mit L(G’) = {w € {a, b}* | wR € L(G)}, wobei w¥ das
gespiegelte Wort zu w ist.
G =(V,5, P, S)mitP’ ={A > wk |A > weP,AcV,we UV,
d.h.
P ={S—X]|Y,
X — bT | bX,

Y > Ta| Ya,
T — & | bTa}.
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Aufgabe S8)

Gegeben ist die kontextfreie Grammatik G = (V, X, P,S) mit V ={S,X, Y, T}, X = {a, b}
und
P={S—>X|Y,X—>Th|Xb,Y —aTl |aY,T — & | aTb}.

Ist G eine e-freie Grammatik? Wenn nicht, transformieren Sie G in eine e-freie
Grammatik G’. Begriinden Sie Ihre Vorgehensweise.
® G ist nicht e-freiwegen 7' — eund X — Th
® - Variablen V. ={AeV|A—>eecP}={T}.
® streiche e-Regeln: P/ ={S > X |Y,X > Th | Xb,Y — aT |aY,T — aTb}.
® Flige alle B — xy flir B — xAy € P’ mit A € V, |xy| > 1 hinzu:

PP={§—>X]|Y, X —>Th|Xb|b,
Y - aT | aY|a, T — aTb | ab}.

* G’ =(V,X,P,9)ist die gesuchte e-freie Grammatik.
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Aufgabe S9)

Geben Sie fir jede der folgenden Grammatiken den maximalen Chomsky-Typ j an.
Begriinden Sie lhre Antwort:

°* Gy = ({S}h{a,b},{S — aS,S — Sb,S — a},S)
Typ 2, aber wegen S — aS und S — Sb nicht Typ 3
* G, = ({S},{a,b},{S — aS,S — SbS,S — a}, S)
Typ 2, aber wegen S — SbS nicht Typ 3
® Gy =({S,B}.{a,b},{S — €| aSb,aS — aB,B — bB | b}, S)
Typ 0, aber wegen aS — aB nicht Typ 2 und wegen S — & | aSbh nicht Typ 1
® Gy =({S,A},{a,b},{S — a,A — b},S)
Typ 3
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Aufgabe S10)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie lhre Antwort.
1. Flr den regularen Ausdruck a = (b(ab | b)*)*(a | b)*a gilt: aba € L(a).
wahr: aba € L((b(ab | b))’ (a | b)*a)
2. Furdie Grammatik G = ({S,X,Y,Z},{a,b},{S—> Y, X > b, Y — aYYb,aY —
aZ, 7Y — 7ZX, Z — a},S) qilt: aabb € L(G).
wahr: S = Y = aVVb = aZYb = aZXb = aaXb = aabb
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Aufgabe S11)

Sei Xy ={a, b} und X, = {a, b, c}. Geben Sie flr jede der folgenden Sprachen L; einen
reguléren Ausdruck a; mit L; = L(a;) an. Begriinden Sie die von Ihnen gewahlten
reguléren Ausdriicke a;.

® L) ={weX]|wbeginnt mit a und |w|, ist gerade}:
ay = a(a*ba*b) a*

e [, ={we€ X} |wbeginnt mit a und [wl, ist gerade}:
@, = a((ale)*blale)*b)*(ale)®

® a3 ={w e X |esgibtkein u,v € ) mit w = uaav}:
a3 = b*(ab*)*(ale)

® Ly ={weXj|esgibtkeinu,veXmitw=uaav}:
@y = (blc)*(a(blc)*) (ale)
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Aufgabe S14)

Um mithilfe des Pumping-Lemmas zu zeigen, dass eine Sprache L nicht regular ist,
zeigt man, dass fir sie die Aussage des Pumping-Lemmas nicht gilt.
Zeigen Sie, dass die Sprache L = {a'ba’b | i > 1} nicht regular ist.

Wir nehmen an das L das Pumping-Lemma erfllt.
Wenn das Pumping-Lemma halt, dann muss es ein n > 0 geben, sodass fir jedes z € L
mit |z| > n eine Aufteilung z = uvw geben sodass:

ey >1,
® |uy| <n,
o whw e L firjedes k > 0.

Wenn z = @"ba"b dann kdénnen wir zeigen:
Durch die Bedingung |uv| < n ist sicher das uv = & fiir 0 < j < n.Danach kénnen wir
mittels der Bedingung |v| > 1 zeigen das v = a? mit 1 < g < jist.Dies flhrt zu:

z=d’ala"ba"bmitp+q+r=nundg>1

whw ist nun a?(a?)*a"ba"b.Fiir k = 0 ist a’a’ba"b ¢ L, da p + r < n.
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