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Wiederholung: Reguläre Ausdrücke

• Reguläre Ausdrücke als Syntax für Sprachen, die durch Operationen aus
endlichen Sprachen gebildet werden

• Grundformen: ∅, ϵ, a für alle a ∈ Σ

• Operationen: Konkatenation, Alternative (|), Kleene-Stern (∗)

• Viele weitere Ausdrucksmittel in praktischen „RegExps“
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Satz von Kleene

Satz (Kleene): Eine Sprache wird genau dann von einem regulären Ausdruck be-
schrieben, wenn sie von einem endlichen Automaten erkannt wird.

Letzte Vorlesung: „regulärer Ausdruck{ endlicher Automat“

• kompositionelle Methode

• explizite Methode

Heute: „endlicher Automat{ regulärer Ausdruck“

• Ersetzungsmethode

• Dynamische Programmierung
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*) Konrad Jacobs, Erlangen, © Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, CC-BY-SA de 2.0
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Die Ersetzungsmethode
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

reguläre
Grammatik

DFA NFA

regulärer
Ausdruck

ϵ-NFA

„q1 → aq2“
⇔ „q1

a
→ q2“

„DFA ⊆ NFA“

Potenzm.-
konstr.

Syntax-
diagramm

dualer Graph

„NFA ⊆ ϵ-NFA“

ϵ-Elim.

1) komposit.
2) explizit

1) Ersetzung
2) Dyn. Prog.

1) Ersetzung
2) Dyn. Prog.
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NFA{ regulärer Ausdruck: Vorbereitung

Wir vereinfachen den NFA zunächst wie folgt:

Gegeben: NFA M = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩

• Entferne alle Zustände, die von keinem Zustand in Q0 erreichbar sind.

• Entferne alle Zustände, von denen kein Zustand in F erreichbar ist.

Die Menge der von einem Zustand aus erreichbaren Zustände kann mit Graphalgorith-
men berechnet werden, z.B. Breitensuche.

Offensichtlich verändert diese Vereinfachung die Sprache nicht.

Beispiel: A

B

C

D

E

F

G

H

a

b

b

a

a

a

b
b

b

× × × ×

×
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Die Ersetzungsmethode

Gegeben: NFAM = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩

Gesucht: regulärer Ausdruck α mit L(α) = L(M)

Ansatz:

Für jeden Zustand q ∈ Q berechnen wir einen regulären Ausdruck αq für die Sprache

L(αq) = {w ∈ Σ∗ | es gibt ein qf ∈ F mit q
w
→ qf }

= {w ∈ Σ∗ | δ(q, w) ∩ F , ∅}

= L(Mq) mit Mq = ⟨Q,Σ, δ, {q}, F⟩

Dann gilt:

L(M) =
⋃
q∈Q0

L(αq)

= L(αq1 | αq2 | . . . | αqn ) mit Q0 = {q1, q2, . . . , qn}

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 9 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Notation

Wir verwenden
∑

als verallgemeinerte Alternative:

Für eine endliche Menge A = {α1, . . . ,αn} von regulären Ausdrücken schreiben wir∑
α∈A α als Abkürzung für α1 | . . . | αn.

Wir wenden diese Notation auch in anderen ähnlichen Fällen an, zum Beispiel für den
vorigen Ausdruck: ∑

q∈Q0

αq = αq1 | αq2 | . . . | αqn
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Ersetzungsmethode – Schwierigkeit

Wie kann man die regulären Ausdrücke αq finden?

Beispiel: ohne Rekursion ist es einfach . . .

A C E
a a

αA = aa,
αC = a,
αE = ϵ

Beispiel: mit Rekursion ist es weniger klar . . .

A B

C

a

b ab

a

b αA = ?
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Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = ?

aαB | bαC

αB = ?

aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | . . .

bαC

αB = ?

aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = ?

aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = ?

aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | . . .

aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | aαC | . . .

bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | aαC | bαB

αC = ?

bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | aαC | bαB

αC = bαB | . . .

ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion

Idee: rekursiver Automat{ rekursive Definition von αq

Beispiel:

A B

C

a

b ab

a

b

αA = aαB | bαC

αB = aαA | aαC | bαB

αC = bαB | ϵ

{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 12 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Ersetzungsmethode – Rekursion
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A B

C
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b ab

a

b
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{ Ein Gleichungssystem von regulären Ausdrücken!
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Ersetzungsmethode – Gleichungen

Allgemein kann man das Gleichungssystem wie folgt beschreiben:

Für einen NFA M = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩ betrachten wir die folgenden Gleichungen für Aus-
drücke αq mit q ∈ Q.

• Für jeden Zustand q ∈ Q \ F:

αq ≡
∑
a∈Σ

∑
p∈δ(q,a)

aαp

• Für jeden Zustand q ∈ F:
αq ≡ ϵ |

∑
a∈Σ

∑
p∈δ(q,a)

aαp

Jetzt müssen wir diese Gleichungen lediglich lösen . . .
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Quiz: Gleichungssystem Ersetzungsmethode

Für NFA M = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩ ergeben sich die Gleichungen für Ausdrücke αq mit q ∈ Q:

• Für q ∈ Q \ F: αq ≡
∑
a∈Σ

∑
p∈δ(q,a) aαp

• Für q ∈ F: αq ≡ ϵ |
∑
a∈Σ

∑
p∈δ(q,a) aαp

Quiz: Wir betrachten den NFA M = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩ über Σ = {0, 1}:
. . .
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Gleichungssysteme Lösen

Gleichungssystem aus dem vorherigen Beispiel:

αA ≡ aαB | bαC αB ≡ aαA | aαC | bαB αC ≡ bαB | ϵ

Wie können wir solche Gleichungssysteme lösen?

Idee: Gleichungen ineinander Einsetzen und das Ergebnis vereinfachen

Beispiel: Setzen wir die Definition von αC in die Gleichung für αA ein, so erhalten wir

αA ≡ aαB | b(bαB | ϵ) ≡ aαB | bbαB | b ≡ (a | bb)αB | b.

Problem: Rekursive Gleichungen lassen sich so nicht vereinfachen . . .
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Gleichungssysteme Lösen (2)

Problem: Rekursive Gleichungen lassen sich durch Einsetzen nicht vereinfachen . . .

Eine Gleichung der Form α ≡ βα | γ wird durch Einsetzen eher komplizierter:

α ≡ βα | γ (Ausgangsgleichung)

≡ β(βα | γ) | γ (Einsetzen)

≡ β2α | βγ | γ (Ausmultiplizieren)

≡ β2(βα | γ) | βγ | γ (Einsetzen)

≡ β3α | β2γ | βγ | γ (Ausmultiplizieren)

≡ β4α | β3γ | β2γ | βγ | γ (Einsetzen & Ausmultiplizieren)

≡ . . . | β3γ | β2γ | β1γ | β0γ („unendliche Wiederholung“)

≡ (. . . | β3 | β2 | β1 | β0)γ (Ausklammern)

Lemma (Arden): Aus α ≡ βα | γ mit ϵ < L(β) folgt α ≡ β∗γ.
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Beispiel: Gleichungssysteme Lösen

Lemma (Arden):
Aus α ≡ βα | γ mit ϵ < L(β)
folgt α ≡ β∗γ.

1 2

3

a

c b

(1) α1 ≡ aα2 | cα3

(2) α2 ≡ bα2 | ϵ

(3) α3 ≡ ϵ

(4) α2 ≡ b
∗ϵ ≡ b∗ Arden (2)

(5) α1 ≡ ab
∗ | cα3 (4) in (1)

(6) α1 ≡ ab
∗ | c (3) in (5)

{ regulärer Ausdruck für NFA ist
∑

q∈Q0
αq = α1, also ab∗ | c.
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Korrektheit der Ersetzungsregel (1)

Lemma (Arden):1 Aus α ≡ βα | γ mit ϵ < L(β) folgt α ≡ β∗γ.

Beweis: Wir behaupten: Wenn L(α) = L(β) ◦ L(α) ∪ L(γ) mit ϵ < L(β), dann gilt
L(α) = L(β)∗ ◦ L(γ).

Wir zeigen: Dies gilt nicht nur für L(α), L(β) und L(γ), sondern für beliebige Sprachen L,
K und H:

Wenn L = KL ∪ H und ϵ < K, dann L = K∗H.

Wir zeigen die beiden Richtungen der geforderten Gleichheit einzeln.

1Benannt nach Dean N. Arden, der das Resultat 1961 publizierte; auch bekannt als „Regel von Arden“.
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Korrektheit der Ersetzungsregel (2)

Annahme: L = KL ∪ H und ϵ < K

Teilbehauptung 1: K∗H ⊆ L

• Sei w ∈ K∗H beliebig.

• Dann hat w die Form u1 · · · unv mit n ≥ 0, u1, . . . , un ∈ K und v ∈ H.

• Wegen L = KL ∪ H gilt KL ⊆ L und H ⊆ L.

• Wegen v ∈ H und H ⊆ L gilt v ∈ L.

• Wegen v ∈ L, un ∈ K und KL ⊆ L gilt unv ∈ L.

• Wegen unv ∈ L, un−1 ∈ K und KL ⊆ L gilt un−1unv ∈ L.
. . .

• Wegen u2 · · · unv ∈ L, u1 ∈ K und KL ⊆ L gilt u1 · · · unv︸    ︷︷    ︸
w

∈ L.
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Korrektheit der Ersetzungsregel (3)

Annahme: L = KL ∪ H und ϵ < K.

Teilbehauptung 2: L ⊆ K∗H

Sei w ∈ L beliebig. Wir beweisen w ∈ K∗H durch Induktion über n = |w|.

Induktionsanfang: Sei n = 0.

• Dann ist w = ϵ.

• Weil ϵ < K gilt ϵ < KL.

• Da w = ϵ ∈ L und L = KL ∪ H gilt also ϵ ∈ H.

• Also gilt w ∈ K∗H.
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Korrektheit der Ersetzungsregel (4)

Annahme: L = KL ∪ H und ϵ < K.

Teilbehauptung 2: L ⊆ K∗H.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt für alle Wörter v mit |v| < n, d.h., für jedes
solches v ∈ L gilt auch v ∈ K∗H.

Induktionsschritt: Sei |w| = n.

• Wegen L = KL ∪ H gilt (1) w ∈ H oder (2) w ∈ KL.

• Fall 1, w ∈ H: Dann ist w = ϵw ∈ K∗H.
• Fall 2, w ∈ KL:

– Dann gibt es u ∈ K und v ∈ L mit w = uv.
– Wegen ϵ < K ist u , ϵ und daher |v| < |w| = n.
– Laut IV gilt also v ∈ K∗H.
– Wegen u ∈ K gilt also auch uv = w ∈ K∗H.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. □
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Korrektheit der Ersetzungsregel (5)

Auch ohne die Bedingung ϵ < K gilt:

Die Gleichung L = KL ∪ H in der einen Unbekannten L hat stets die Lösung L = K∗H.

Beweis: Wir setzen den Wert L = K∗H in die rechte Seite der Gleichung ein und formen
den entstehenden Ausdruck äquivalent um:

L = KL ∪ H (Voraussetzung)

= KK∗H ∪ H (Einsetzen)

= K+H ∪ H (KK∗ = K+)

= K+H ∪ {ϵ}H ({ϵ} ist neutrales Element von ◦)

= (K+ ∪ {ϵ})H (H ausklammern)

= K∗H (K∗ = K+ ∪ {ϵ})

□

Bei ϵ ∈ K ist die Lösung aber nicht mehr notwendigerweise eindeutig bestimmt:
Beispielsweise für K = {ϵ} und H = ∅ ist jedes L eine Lösung.
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L = KL ∪ H (Voraussetzung)

= KK∗H ∪ H (Einsetzen)

= K+H ∪ H (KK∗ = K+)

= K+H ∪ {ϵ}H ({ϵ} ist neutrales Element von ◦)

= (K+ ∪ {ϵ})H (H ausklammern)

= K∗H (K∗ = K+ ∪ {ϵ})

□

Bei ϵ ∈ K ist die Lösung aber nicht mehr notwendigerweise eindeutig bestimmt:
Beispielsweise für K = {ϵ} und H = ∅ ist jedes L eine Lösung.
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Zusammenfassung Ersetzungsmethode

Die Umwandlung NFA{ regulärer Ausdruck ist also wie folgt:

(1) Vereinfache den Automaten (entferne offensichtlich unnötige Zustände)

(2) Bestimme das Gleichungssystem (eine Gleichung pro Zustand)

(3) Löse das Gleichungssystem (durch Einsetzen und Ardens Lemma)

(4) Gib den Ausdruck für die Sprache des NFA an (Alternative der Ausdrücke für alle
Anfangszustände)
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Quiz: Lemma von Arden

Lemma (Arden): Aus α ≡ βα | γ mit ϵ < L(β) folgt α ≡ β∗γ.

Quiz: Wir betrachten folgendes Gleichungsystem regulärer Ausdrücke über Σ = {0, 1}:
. . .
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Ermittlung regulärer Ausdrücke durch dynamische
Programmierung
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

reguläre
Grammatik

DFA NFA

regulärer
Ausdruck

ϵ-NFA

„q1 → aq2“
⇔ „q1

a
→ q2“

„DFA ⊆ NFA“

Potenzm.-
konstr.

Syntax-
diagramm

dualer Graph

„NFA ⊆ ϵ-NFA“

ϵ-Elim.

1) komposit.
2) explizit

1) Ersetzung
2) Dyn. Prog.
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Idee

Gegeben: NFAM = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩

Gesucht: regulärer Ausdruck α mit L(α) = L(M)

Ansatz:

Für jedes Paar von Zuständen q, p ∈ Q, berechne einen regulären Ausdruck αq,p für
die Sprache

L(αq,p) =
{
w ∈ Σ∗

∣∣∣∣ q w
→ p
}

= {w ∈ Σ∗ | p ∈ δ(q, w)}

= L(Mq,p) mit Mq,p = ⟨Q,Σ, δ, {q}, {p}⟩

Dann gilt:

L(M) =
⋃
q∈Q0

⋃
p∈F

L
(
Mq,p

)
=
⋃
q∈Q0

⋃
p∈F

L
(
αq,p
)
= L

∑
q∈Q0

∑
p∈F

αq,p


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Dynamische Ermittlung von αq,p

Gegeben: NFAM = ⟨Q,Σ, δ, Q0, F⟩

Annahme: Zustände sind nummeriert: Q = {q1, . . . , qn} (o.B.d.A.)

Gegeben M, Zahlen i, j ∈ {1, . . . , n} und eine Zahl k ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir die
Sprache Lk[i, j] als die Menge aller Wörter w = a1 · · · aℓ, für die gilt:

• es gibt einen Lauf qi
a1
→ p1

a2
→ . . .

aℓ−1
→ pℓ−1

aℓ
→ qj, wobei

• für jeden Zwischenzustand pi mit i ∈ {1, . . . , ℓ − 1} gilt, dass pi ∈ {q1, . . . , qk}.

Gesucht: Reguläre Ausdrücke αk[i, j] mit L
(
αk[i, j]

)
= Lk[i, j].

Wir wenden dynamische Programmierung an, um αk[i, j] für k = 0, 1, . . . , n zu berechnen.
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Der Fall k = n

Gegeben M, Zahlen i, j ∈ {1, . . . , n} und eine Zahl k ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir die
Sprache Lk[i, j] als die Menge aller Wörter w = a1 · · · aℓ, für die gilt:

• es gibt einen Lauf qi
a1
→ p1

a2
→ . . .

aℓ−1
→ pℓ−1

aℓ
→ qj, wobei

• für jeden Zwischenzustand pi mit i ∈ {1, . . . , ℓ − 1} gilt, dass pi ∈ {q1, . . . , qk}.

Für k = n ist die zweite Bedingung immer erfüllt, da {q1, . . . , qn} = Q.

{ Ln[i, j] ist die Menge aller Wörter „zwischen“ qi und qj.

{ αn[i, j] = αqi,qj sind die regulären Ausdrücke, aus denen wir letztlich die Lösung
ermitteln wollen.
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Der Fall k = 0

Gegeben M, Zahlen i, j ∈ {1, . . . , n} und eine Zahl k ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir die
Sprache Lk[i, j] als die Menge aller Wörter w = a1 · · · aℓ, für die gilt:

• es gibt einen Lauf qi
a1
→ p1

a2
→ . . .

aℓ−1
→ pℓ−1

aℓ
→ qj, wobei

• für jeden Zwischenzustand pi mit i ∈ {1, . . . , ℓ − 1} gilt, dass pi ∈ {q1, . . . , qk}.

Für k = 0 kann die zweite Bedingung für keinen Zustand pi erfüllt werden.

{ L0[i, j] beruht nur auf Läufen ohne Zwischenzustände.

• Falls i , j, dann kommen nur Läufe qi
a
→ qj in Frage.

• Falls i = j, dann kommen Läufe qi
a
→ qi (w = a) oder qi (w = ϵ) in Frage.

{ reguläre Ausdrücke α0[i, j] können direkt ausM abgelesen werden.
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Die regulären Ausdrücke α0[i, j]

Für k = 0 können wir α0[i, j] direkt ausM ablesen:

Sei {a1, . . . , am} =
{
a ∈ Σ

∣∣∣∣∣ qi
a
→ qj

}
die Menge der Beschriftungen von direkten Über-

gängen von qi zu qj.

• Falls i , j, dann ist
α0[i, j] = a1 | . . . | am

• Falls i = j, dann ist
α0[i, j] = a1 | . . . | am | ϵ
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Die regulären Ausdrücke αk+1[i, j]
Zur Bestimmung von αk+1[i, j] verwenden wir Ausdrücke αk[i′, j′]

Gegeben M, Zahlen i, j ∈ {1, . . . , n} und eine Zahl k ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir die
Sprache Lk[i, j] als die Menge aller Wörter w = a1 · · · aℓ, für die gilt:

• es gibt einen Lauf qi
a1
→ p1

a2
→ . . .

aℓ−1
→ pℓ−1

aℓ
→ qj, wobei

• für jeden Zwischenzustand pi mit i ∈ {1, . . . , ℓ − 1} gilt, dass pi ∈ {q1, . . . , qk}.

Es gibt zwei Möglichkeiten für Läufe bei k + 1:

(1) kein pi ist qk+1, d.h. pi ∈ {q1, . . . , qk}; oder

(2) einige pi sind qk+1, dann hat der Lauf die Form:

qi{q1, . . . , qk}
∗qk+1

(
{q1, . . . , qk}

∗qk+1
)∗
{q1, . . . , qk}

∗qj

Teilläufe: qi → qk+1 ( qk+1 → qk+1 )∗ qk+1 → qj

Daher gilt:

αk+1[i, j] = αk[i, j]︸ ︷︷ ︸
Fall (1)

|
(
αk[i, k + 1](αk[k + 1, k + 1])∗αk[k + 1, j]

)︸                                                 ︷︷                                                 ︸
Fall (2)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:

α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ

α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a

α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅

α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ

α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 7 Folie 33 von 36

https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)


Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b

Fall k = 0:
α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c

α0[2, 1] = ∅ α0[2, 2] = b | ϵ α0[2, 3] = ∅

α0[3, 1] = ∅ α0[3, 2] = ∅ α0[3, 3] = ϵ

Fall k = 1:

α1[1, 1] = α0[1, 1]︸  ︷︷  ︸
ϵ

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 1])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗ϵ

≡ ϵ

α1[1, 2] = α0[1, 2]︸  ︷︷  ︸
a

| (α0[1, 1](α0[1, 1])∗α0[1, 2])︸                              ︷︷                              ︸
ϵϵ∗a

≡ a

. . . Syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α1[i, j] ≡ α0[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (1)

1 2

3

a

c b
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α0[1, 1] = ϵ α0[1, 2] = a α0[1, 3] = c
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(Grund: Es gibt keine Pfade zu 1 oder von 1 zu 1.)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (1)
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Beispiel: Dynamische Programmierung (2)

1 2

3

a

c b

Fall k = 1:
α1[1, 1] ≡ ϵ α1[1, 2] ≡ a α1[1, 3] ≡ c

α1[2, 1] ≡ ∅ α1[2, 2] ≡ b | ϵ α1[2, 3] ≡ ∅

α1[3, 1] ≡ ∅ α1[3, 2] ≡ ∅ α1[3, 3] ≡ ϵ

Fall k = 2:

α2[1, 1] = α1[1, 1] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 1]) = ϵ | (a(b | ϵ)∗∅) ≡ ϵ

α2[1, 2] = α1[1, 2] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 2]) = a | (a(b | ϵ)∗(b | ϵ)) ≡ ab∗

α2[1, 3] = α1[1, 3] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 3]) = c | (ab∗∅) ≡ c

. . .

α2[2, 1] ≡ ∅ α2[2, 2] ≡ b∗ α2[2, 3] ≡ ∅

α2[3, 1] ≡ ∅ α2[3, 2] ≡ ∅ α2[3, 3] ≡ ϵ
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Beispiel: Dynamische Programmierung (2)

1 2

3

a

c b

Fall k = 1:
α1[1, 1] ≡ ϵ α1[1, 2] ≡ a α1[1, 3] ≡ c

α1[2, 1] ≡ ∅ α1[2, 2] ≡ b | ϵ α1[2, 3] ≡ ∅

α1[3, 1] ≡ ∅ α1[3, 2] ≡ ∅ α1[3, 3] ≡ ϵ

Fall k = 2:

α2[1, 1] = α1[1, 1] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 1]) = ϵ | (a(b | ϵ)∗∅) ≡ ϵ

α2[1, 2] = α1[1, 2] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 2]) = a | (a(b | ϵ)∗(b | ϵ)) ≡ ab∗

α2[1, 3] = α1[1, 3] | (α1[1, 2](α1[2, 2])∗α1[2, 3]) = c | (ab∗∅) ≡ c
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α2[2, 1] ≡ ∅ α2[2, 2] ≡ b∗ α2[2, 3] ≡ ∅

α2[3, 1] ≡ ∅ α2[3, 2] ≡ ∅ α2[3, 3] ≡ ϵ
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a
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Beispiel: Dynamische Programmierung (2)

1 2

3

a
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Beispiel: Dynamische Programmierung (3)

1 2

3

a

c b

Fall k = 2:
α2[1, 1] ≡ ϵ α2[1, 2] ≡ ab∗ α2[1, 3] ≡ c

α2[2, 1] ≡ ∅ α2[2, 2] ≡ b∗ α2[2, 3] ≡ ∅

α2[3, 1] ≡ ∅ α2[3, 2] ≡ ∅ α2[3, 3] ≡ ϵ

Fall k = 3:

Erneut syntaktische, aber keine semantischen Änderungen:

α3[i, j] ≡ α2[i, j]

(Grund: Es gibt keine Pfade von 3 zu 3.)

Damit sind alle α3[i, j] = αn[i, j] bestimmt und wir erhalten den folgenden regulären
Ausdruck für den Automaten:

α3[1, 2] | α3[1, 3] ≡ ab∗ | c
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Beispiel: Dynamische Programmierung (3)

1 2

3

a

c b
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Beispiel: Dynamische Programmierung (3)

1 2

3

a

c b
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Zusammenfassung und Ausblick

Reguläre Ausdrücke sind eine praktisch wichtige Methode zur Beschreibung (beliebiger)
regulärer Sprachen.

Die Ersetzungsmethode definiert und löst ein Gleichungssystem, um aus einem NFA
einen regulären Ausdruck zu erzeugen.

Die Methode der dynamischen Programmierung berechnet reguläre Ausdrücke für
Wörter „zwischen“ Zustandspaaren, wobei immer größere Teilmengen von
Zwischenzuständen verwendet werden dürfen.

Offene Fragen:

• Wie aufwändig sind diese Umformungen im schlimmsten Fall?

• Welche Sprachen sind nicht regulär?

• Wie kann man Automaten systematisch vereinfachen?
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