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Pradikatenlogik als Universalsprache

Die Entwicklung der Logik hat ein zentrales Motiv:
Logik als eine universelle, prazise Sprache
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Pradikatenlogik als Universalsprache

Die Entwicklung der Logik hat ein zentrales Motiv:
Logik als eine universelle, prazise Sprache

® Aristoteles (384-322 v.Chr.): Logik als Grundlage der (philosophischen)
Argumentation zwischen verniinftig denkenden Menschen

B Leibniz (1646—1716): Vordenker des automatischen SchlieBens:

.- .- 1alls es zu Unstimmigkeiten kdme, dann gabe es zwischen zwei Philosophen nicht
mehr Anlass flr Streitigkeiten als zwischen zwei Buchhaltern. Denn es wiirde gentigen,
dass beide die Stifte zur Hand nehmen, sich zum Rechenschieber setzen und sagen [--]:
Lasst uns rechnen!®
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Pradikatenlogik als Universalsprache

Die Entwicklung der Logik hat ein zentrales Motiv:
Logik als eine universelle, prazise Sprache

® Aristoteles (384-322 v.Chr.): Logik als Grundlage der (philosophischen)
Argumentation zwischen verniinftig denkenden Menschen

B Leibniz (1646—1716): Vordenker des automatischen SchlieBens:

.- .- 1alls es zu Unstimmigkeiten kdme, dann gabe es zwischen zwei Philosophen nicht
mehr Anlass firr Streitigkeiten als zwischen zwei Buchhaltern. Denn es wiirde genligen,
dass beide die Stifte zur Hand nehmen, sich zum Rechenschieber setzen und sagen [--]:
Lasst uns rechnen!®

* Hilbert (1862—1942): Programm zur Formalisierung der Mathematik

® Russell (1872—1970): Entwicklung eines logischen Kalkils als Grundlage aller
Mathematik
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Kernproblem logisches SchlieBen

Driickt man die Mathematik in logischen Formeln aus, dann wird
logisches SchlieBen zur Kernaufgabe mathematischer Forschung

Das Problem des pradikatenlogischen SchlieBens besteht in der folgenden Frage:

Gegeben: Eine endliche Menge pradikatenlogischer Satze (Theorie) 7 und ein Satz F
Frage: Gilt 7 = F, d.h. folgt F aus 77

Markus Krétzsch, 6. Juni 2024 Theoretische Informatik und Logik Folie 3 von 18



Kernproblem logisches SchlieBen

Driickt man die Mathematik in logischen Formeln aus, dann wird
logisches SchlieBen zur Kernaufgabe mathematischer Forschung

Das Problem des pradikatenlogischen SchlieBens besteht in der folgenden Frage:

Gegeben: Eine endliche Menge pradikatenlogischer Satze (Theorie) 7 und ein Satz F
Frage: Gilt 7 = F, d.h. folgt F aus 77

Dieses Problem ist zu verschiedenen anderen &quivalent:

Satz: Fir endliche Theorie 7 und einen Satz F sind die folgenden Fragen aquivalent:
e Gilt 7 E F?
® [st 7 U {=F} unerflllbar?
® |st Ager G — F eine Tautologie?
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Die Bedeutung von Erflllbarkeit

Satz: Fir endliche Theorie 7 und einen Satz F sind die folgenden Fragen aquivalent:
° Gilt 7 E F?
® [st 7 U {=F} unerflllbar?
® Ist Ages G — F eine Tautologie?

Daraus folgt: Logisches SchlieBen kann auf das Uberpriifen der Erfiilloarkeit einer

Formel
/\ GA-F
GeT

zurlckgefihrt werden

~» Erflllbarkeit als zentrale Frage des Schlie3ens
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Gleichheit
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Gleichheit in Pradikatenlogik

Gleichheit spielt in vielen Anwendungen eine groBe Rolle:

Manchmal wird Pradikatenlogik so definiert, dass es ein spezielles Gleichheitspradikat
~ gibt, welches man in der Regel infix schreibt

Semantik: In allen Interpretationen I ist ~7 = {(8,6) | § € AT}.
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Gleichheit in Pradikatenlogik

Gleichheit spielt in vielen Anwendungen eine groBe Rolle:

Manchmal wird Pradikatenlogik so definiert, dass es ein spezielles Gleichheitspradikat
~ gibt, welches man in der Regel infix schreibt

Semantik: In allen Interpretationen I ist ~7 = {(8,6) | § € AT}.

Wir haben bereits ein Beispiel dafir gesehen:

Beispiel: Partielle Ordnungen < sind antisymmetrisch:

Yx,y.(x ZyAy=<x) > x=xYy)
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Gleichheit in Pradikatenlogik

Gleichheit spielt in vielen Anwendungen eine groBe Rolle:

Manchmal wird Pradikatenlogik so definiert, dass es ein spezielles Gleichheitspradikat
~ gibt, welches man in der Regel infix schreibt

Semantik: In allen Interpretationen I ist ~7 = {(8,6) | § € AT}.

Wir haben bereits ein Beispiel dafir gesehen:

Beispiel: Partielle Ordnungen < sind antisymmetrisch:

Yx,y.(x ZyAy=<x) > x=xYy)

Auch erlaubt uns Gleichheit, in Logik zu z&hlen:

Beispiel: ,Es gibt nur einen Rudi Véller® (erstes Suchergebnis von Google bei Einga-
be ,Es gibt nur einen®, Stand Juni 2024)

Y, y.(rudiVéller(x) A rudiVéller(y) — x ~ y)
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Gleichheit der Interpretation von Konstanten

Die Ubliche Semantik von Pradikatenlogik erlaubt, dass verschiedene Konstanten gleich
interpretiert werden.

Mit Gleichheit kann man das erzwingen oder verbieten:

Beispiel: Seien nun rudiVéller, tanteKéthe, rudi € C Konstanten. Wir kdnnen aus-
driicken:

rudiVoller ~ tanteKathe
= rudiVoéller ~ rudi

Manchmal wird auch # als spezielles Pradikat eingefuhrt.
Wir kdnnen das aber auch leicht definieren:

VX, y.(x#y & -x=y)
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Ist Ungleichheit wirklich notig?

Ungleichheit von Konstanten kann man auch leicht ohne ~ ausdriicken:

Beispiel: Wir betrachten zwei neue, einstellige Pradikate Oyygivsiier UNd Oyqi- Die fol-
gende Theorie impliziert —rudiVéller ~ rudi:

Ohrdivsiier(rudiVoller) Orygi(rudi) Vx.7(Orudivslier () A Orydi(x))
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Ist Ungleichheit wirklich notig?

Ungleichheit von Konstanten kann man auch leicht ohne ~ ausdriicken:

Beispiel: Wir betrachten zwei neue, einstellige Pradikate Oyygivsiier UNd Oyqi- Die fol-
gende Theorie impliziert —rudiVéller ~ rudi:

Orudivsiier(rudiVoller) Orygi(rudi) Vx.7(Orudivslier () A Orydi(x))

Idee:
® Die Pradikate Oyygivsiier und Oyyqi beschreiben zwei Mengen

* Die Mengen enthalten jeweils mindestens die Elemente, welche durch rudiVéller
bzw. rudi bezeichnet werden

® Die Mengen sind disjunkt (d.h. enthalten keine gemeinsamen Elemente)

~» Erzwingung von Ungleichheit durch Zuweisung unvereinbarer Eigenschaften
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Ist Gleichheit wirklich nétig?

Es stellt sich heraus, dass man die wesentlichen Eigenschaften von = logisch

beschreiben kann:

SQRZ

Vx.eq(x, x)
Vx, y.eq(x,y) — eq(y,x)
Vx,y,z.eq(x,y) A eq(y, z) — eq(x, z)
VL, ey X, V(DXL ooy Xim 1y Xy Xit 1y« - - 5 Xn) A €G(X;, )))
= X1y ey Xl Vs Xig s - -+ 3 X))

wobei der letzte Satz flr alle n-stelligen p € Rund alle i € {1,
(~ endlich viele Satze).

Flr eine gegebene endliche Menge R von relevanten Pradikatensymbolen und ein
neues zweistelliges Pradikatensymbol eq definieren wir die folgende Gleichheitstheorie

Reflexivitat
Symmetrie
Transitivitat

Kongruenz

..., n} instanziiert wird
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Gleichheit ist nicht notig

Fir eine beliebige Theorie 7~ der Préadikatenlogik mit Gleichheit definieren wir 7 als
die Theorie, die man erhélt, indem man = in allen Satzen von 7~ durch eq ersetzt.

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 744 U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.
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Gleichheit ist nicht notig

Fir eine beliebige Theorie 7~ der Préadikatenlogik mit Gleichheit definieren wir 7 als
die Theorie, die man erhélt, indem man = in allen Satzen von 7~ durch eq ersetzt.

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 744 U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Warum ist das niitzlich?
® |ogisches SchlieBen kann auf den Test von Erfullbarkeit zurtickgefihrt werden

o Erflllbarkeit bleibt erhalten, wenn man ,eingebaute” Gleicheit durch eine logische
Beschreibung von Gleichheit ersetzt

~> Schlie3en wird durch Gleichheit nicht wesentlich komplizierter
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Beweis (1)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 7q U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,=" Nehmen wir an, 7 ist in der Pradikatenlogik mit Gleichheit erfillbar.
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Beweis (1)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 7q U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,=" Nehmen wir an, 7 ist in der Pradikatenlogik mit Gleichheit erfillbar.
e Dann hat 7 ein Modell 7 = 7, wobei ~” = {(6,6) | § € AT}
e Wir definieren eine Interpretation 7 mit A7 := A”:
— 7 := ¢! fir alle Konstanten ¢ € C

— pJ = p! firalle Pradikate p e P mitp # ~
—eql = AL
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Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 7q U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,=" Nehmen wir an, 7 ist in der Pradikatenlogik mit Gleichheit erfillbar.
e Dann hat 7 ein Modell 7 = 7, wobei ~” = {(6,6) | § € AT}
e Wir definieren eine Interpretation 7 mit A7 := A”:
— 7 := ¢! fir alle Konstanten ¢ € C
— pJ = p! firalle Pradikate p e P mitp # ~
— eq7 1= ~T
® Dann gilt J | T¢q per Definition
® Zudem gilt 7  EQR, daeq” = {(5,6) | 6 € AT}
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Beweis (1)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar, wenn 7q U EQr
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,=" Nehmen wir an, 7 ist in der Pradikatenlogik mit Gleichheit erfillbar.
e Dann hat 7 ein Modell 7 = 7, wobei ~” = {(6,6) | § € AT}
e Wir definieren eine Interpretation 7 mit A7 := A”:
— 7 := ¢! fir alle Konstanten ¢ € C
— pJ = p! firalle Pradikate p e P mitp # ~
— eq’ =1
® Dann gilt J | T¢q per Definition
® Zudem gilt 7  EQR, daeq” = {(5,6) | 6 € AT}
~ J E Teq U EQR, das heilt T¢q U EQR ist erflllbar
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Beweis (2)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar wenn 74 U EQR
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,<" Nehmen wir an, 7o U EQR ist erflllbar.
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Beweis (2)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar wenn 74 U EQR
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,<" Nehmen wir an, 7o U EQR ist erflllbar.
® Dann gibt es ein Modell J | T¢q U EQR

* Aus 7 k= EQg folgt, dass eq” eine Aquivalenzrelation auf der Menge A7 ist:
Aquivalenzklassen schreiben wir als [6] = {e | (d, €) € eq”}
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Beweis (2)

Satz: Sei 7 eine Theorie der Pradikatenlogik mit ~ und weiteren Pradikatensymbolen
aus der endlichen Menge R.

Dann ist 7~ genau dann in der Prédikatenlogik mit Gleichheit erfiillbar wenn 74 U EQR
in der Pradikatenlogik ohne Gleichheit erfillbar ist.

Beweis: ,<" Nehmen wir an, 7o U EQR ist erflllbar.

® Dann gibt es ein Modell J | T¢q U EQR
* Aus 7 k= EQg folgt, dass eq” eine Aquivalenzrelation auf der Menge A7 ist:
Aquivalenzklassen schreiben wir als [6] = {e | (d, €) € eq”}
e Faktorisierung von J mit eq” erzeugt eine Interpretation 7
— A= {[6]|6eAT)
— ¢! = [¢7] fir alle Konstanten ¢ € C
- pl=61), .., [0, 1 {61, ..., 6, epT ) furallep e P (p # =)
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Beweis (3)

Beweis: (Forts.) Wir haben I konstruiert, indem wir alle Domanenelemente von g
gleichsetzen, welche in der Relation eq” stehen

Wir wollen zeigen, dass 7 7 in der Préadikatenlogik mit Gleichheit gilt.!

1 Verstandnischeck: Klingt das plausibel? Sogar offensichtlich? Gut. Warum genau?
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Beweis (3)

Beweis: (Forts.) Wir haben I konstruiert, indem wir alle Domanenelemente von g
gleichsetzen, welche in der Relation eq” stehen

Wir wollen zeigen, dass 7 7 in der Préadikatenlogik mit Gleichheit gilt.!

Wir zeigen eine allgemeinere Behauptung:?
® Fir eine Zuweisung Z fur J definieren wir eine Zuweisung Z’ fur 7 wie folgt:
Z'(x):=[Zx)] furallex e V
* Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit und jede
Zuweisung Z far g gilt

J,ZE Feggenaudannwenn 7, Z E F

® Daraus folgt wie gewtinscht I = 7, weil 7 abgeschlossen ist (Zuweisung
irrelevant) und J | 7eq

1 Verstandnischeck: Klingt das plausibel? Sogar offensichtlich? Gut. Warum genau?

2Mathematische Taktik: Scheint ein Beweis zu schwer, dann beweise etwas starkeres!
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Beweis (4)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZEFeqgenaudannwenn 7, Z' E F

Wie kann man so eine Behauptung zeigen?
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Beweis (4)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZEFeqgenaudannwenn 7, Z' E F
Wie kann man so eine Behauptung zeigen?
~» Induktion Uber den Aufbau von Formeln

Induktionsanfang: Fir atomare Formeln F = p(t,...,t,) mit p # =~ gilt die Behauptung,
weil fir all 6, ..., 6, € A7 qilt:

(61, ...,6,) € p? genau dann wenn ([61],...,[5,]) € p*

= folgt direkt aus der Definition von p’
« folgt weil T = EQR, so dass eq” eine Kongruenzrelation ist
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Beweis (4)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZEFeqgenaudannwenn 7, Z' E F

Wie kann man so eine Behauptung zeigen?
~» Induktion Uber den Aufbau von Formeln

Induktionsanfang: Fir atomare Formeln F = p(t,...,t,) mit p # =~ gilt die Behauptung,
weil fir all 6, ..., 6, € A7 qilt:

(61, ...,6,) € p? genau dann wenn ([61],...,[5,]) € p*

= folgt direkt aus der Definition von p’
« folgt weil T = EQR, so dass eq” eine Kongruenzrelation ist

Flr atomare Formeln F = (¢, = 1,) gilt die Behauptung ebenfalls, da [§] = [¢] genau

dann wenn (5, €) € eq”.
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Beweis (5)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZE Feqgenaudannwenn 7, Z' E F

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fir Formeln G und H (IA)
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Beweis (5)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZE Feqgenaudannwenn 7, Z' E F

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fir Formeln G und H (IA)

Induktionsschritte:
® Falls F = (G A H), dann berechnen wir:
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Beweis (5)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZE Feqgenaudannwenn 7, Z' E F

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fir Formeln G und H (IA)

Induktionsschritte:

® Falls F = (G A H), dann berechnen wir:
I, ZE(GANH)eqgdW. T, ZFE Geqgund J, Z | Heq
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Beweis (5)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZE Feqgenaudannwenn 7, Z' E F

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fir Formeln G und H (IA)

Induktionsschritte:

® Falls F = (G A H), dann berechnen wir:
T, ZE(GAH)eqqdW. I, Z E Geqund T, Z | Heq gdW-IA
I, ZEGundI,Z'EH
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Beweis (5)

Beweis: (Forts.) Wir behaupten: Fir jede Formel F der Pradikatenlogik mit Gleichheit
und jede Zuweisung Z fiir J qilt

J,ZE Feqgenaudannwenn 7, Z' E F

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fir Formeln G und H (IA)

Induktionsschritte:

® Falls F = (G A H), dann berechnen wir:
I, ZE(GAH)eq 9dW. T, Z E Geq und T, Z E Heq gdw.
I, Z’EGund I, Z’EHqgdw. I,Z'E(GAH)
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® DieFalle F =-G,F=(GVH),F=(G— H)yund F = (G « H) sind analog

® Falls F = 3x.G, dann: J, Z F (Ax.G)eq 9dW. T, Z[x = 6] = Geq flirein 6 € AT
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® Der Fall F = Vx.G ist analog O
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Strukturelle Induktion

Die gezeigte Variante von Induktion heif3t strukturelle Induktion

e Klassische Induktion: Ist E eine Eigenschaft, so dass gilt: (1) die Zahl 0 hat E und
(2) eine naturliche Zahl n > 0 hat E falls ihr Vorgénger n — 1 E hat; dann haben alle
nattrlichen Zahlen die Eigenschaft E.

e Strukturelle Induktion auf Formeln: Ist E eine Eigenschaft, so dass gilt: (1) atomare
Formeln haben E und (2) eine nicht-atomare Formel F hat E falls ihre maximalen
echten Teilformeln E haben; dann haben alle Formeln die Eigenschaft E.

Allgemein kann man Induktion Uber jede induktiv definierte syntaktische Struktur
durchfihren (Formeln, Terme, Programme, ...)
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Die gezeigte Variante von Induktion heif3t strukturelle Induktion

e Klassische Induktion: Ist E eine Eigenschaft, so dass gilt: (1) die Zahl 0 hat E und
(2) eine naturliche Zahl n > 0 hat E falls ihr Vorgénger n — 1 E hat; dann haben alle
nattrlichen Zahlen die Eigenschaft E.

e Strukturelle Induktion auf Formeln: Ist E eine Eigenschaft, so dass gilt: (1) atomare
Formeln haben E und (2) eine nicht-atomare Formel F hat E falls ihre maximalen
echten Teilformeln E haben; dann haben alle Formeln die Eigenschaft E.

Allgemein kann man Induktion Uber jede induktiv definierte syntaktische Struktur
durchfihren (Formeln, Terme, Programme, ...)

Beispiel: Induktion auf der Insel der Wahrheitssager und Ligner. Ein Einwohner ver-
kiindet: ,Was ich jetzt sage, das habe ich schon einmal gesagt.” Welchen Typ hat er?
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Zusammenfassung und Ausblick

Logisches Schlie3en ist ein Kernproblem der Pradikatenlogik;
es entspricht verschiedenen konkreten Fragen (Folgerung, Erfillbarkeit,
Allgemeingultigkeit)

Logisches SchlieBen tber logischen Aussagem mit Gleichheit kann auf logisches
Schlie3en ohne Gleichheit reduziert werden

Strukturelle Induktion ist eine wichtige Beweismethode, um mit wenigen (endlich vielen)
Schritten zu zeigen, dass eine Eigenschaft fir alle (unendlich vielen) Formeln gilt

Was erwartet uns als néachstes?
® Unentscheidbarkeit des logischen SchlieBens
® Ein konkretes Verfahren zum logischen Schlie3en
e Godels Unvollstandigkeitsséatze
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Bildrechte

Folie 2: (von oben)

® Aristoteles-Blste, rémische Kopie, nach einer Skulptur des Bildhauers Lysippos,
gemeinfrei

® Gemalde von Johann Friedrich Wentzel d. A. (Ausschnitt), um 1700, gemeinfrei
* Fotografie von 1912, gemeinfrei
® Fotografie, um 1924, gemeinfrei
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