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Minimierung von Automaten
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Automaten verkleinern

Wir haben bereits Methoden kennengelernt, um Automaten zu vereinfachen:
® Entfernen von Zustanden, die von keinem Anfangszustand aus erreichbar sind

e Entfernen von Zustanden, von denen aus kein Endzustand erreicht werden kann

Erhalten wir damit den kleinstmdéglichen &quivalenten Automaten?
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Automaten verkleinern

Wir haben bereits Methoden kennengelernt, um Automaten zu vereinfachen:
® Entfernen von Zustanden, die von keinem Anfangszustand aus erreichbar sind

e Entfernen von Zustanden, von denen aus kein Endzustand erreicht werden kann

Erhalten wir damit den kleinstmdéglichen &quivalenten Automaten?

Nein — ein einfaches Gegenbeispiel:

Beispiel: Sei M ein endlicher Automat, bei dem alle Zustande erreichbar sind und
einen Endzustand erreichen kénnen. Der Vereinigungsautomat® M & M akzeptiert die
selbe Sprache, hat nur erreichbare Zustande, aber die doppelte Zustandszahl.

@Hierbei missen die Zustédnde einer Kopie von M umbenannt werden.
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Ein interessanteres Beispiel

Der Vereinigungsautomat ist immer ein NFA. Nichtdeterminismus macht es einfach,
nichtminimale Automaten zu finden.

Interessanter sind nichtminimale DFAs:
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Ein interessanteres Beispiel

Der Vereinigungsautomat ist immer ein NFA. Nichtdeterminismus macht es einfach,
nichtminimale Automaten zu finden.

Interessanter sind nichtminimale DFAs:

Dieser DFA hat keine offensichtlich Gberflissigen Zustéande, aber der folgende kleinere
DFA erkennt die selbe Sprache 170:

0
?
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Automaten minimieren?

Wie kann man Automaten weiter minimieren?

Beobachtungen:

e Zur Erkennung von Wértern muss der Automat nur seinen aktuellen Zustand
kennen

® Wichtig ist, wohin man vom aktuellen Zustand aus gelangt, wenn man das restliche
Wort einliest

® Esist nicht relevant, auf welchem Weg man zu diesem Zustand gelangt ist
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Automaten minimieren?

Wie kann man Automaten weiter minimieren?

Beobachtungen:

e Zur Erkennung von Wértern muss der Automat nur seinen aktuellen Zustand
kennen

® Wichtig ist, wohin man vom aktuellen Zustand aus gelangt, wenn man das restliche
Wort einliest

® Esist nicht relevant, auf welchem Weg man zu diesem Zustand gelangt ist

Idee: Zwei Zustande sind gleichwertig, wenn man ausgehend von beiden Zustédnden die
selbe Sprache akzeptieren kann

~» Gleichwertige Zustande kdnnten verschmolzen werden .. .
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Aquivalenz von Zusténden

Fir einen DFA M = (0, X, 8, q0, F) und einen Zustand g € Q sei M, = (Q,X,6,q,F)
der abgewandelte DFA mit Startzustand g¢.

Zwei Zustande p, g € Q sind M-aquivalent, in Symbolen p ~( ¢, wenn gilt:
L(M,) = L(M,)

das hei3t wenn fur jedes Wort w € X* gilt:

o(p,w) € F genau dann wenn 6(g, w) € F.

Wenn der Automat M klar ist, schreiben wir einfach ~ statt ~ .
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Aquivalenz von Zusténden

Fir einen DFA M = (0, X, 8, q0, F) und einen Zustand g € Q sei M, = (Q,X,6,q,F)
der abgewandelte DFA mit Startzustand g¢.

Zwei Zustande p, g € O sind M-aquivalent, in Symbolen p ~( g, wenn gilt:
L(Mp) = L(Mq)

das hei3t wenn fur jedes Wort w € X* gilt:

o(p,w) € F genau dann wenn 6(g, w) € F.

Wenn der Automat M klar ist, schreiben wir einfach ~ statt ~ .

Beispiel: L(My) = {1}"{0} = L(M¢)
L(Mp) = {€}
~A~C
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Eigenschaften von ~

\ Definition (kurz): g ~( p genau dann wenn L(M,) = L(M,).
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Eigenschaften von ~

\ Definition (kurz): g ~( p genau dann wenn L(M,) = L(M,).

Damit sehen wir leicht:

® ~istreflexivig ~ g

® ~ ist symmetrisch: wenn g; ~ g, dann ¢, ~ q;

® ~ st transitiv: wenn g; ~ ¢ und ¢» ~ g3 dann ¢, ~ ¢
(jeweils fur alle ¢, g1, 92,93 € Q)

\ Eigenschaft: ~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Eigenschaften von ~

\ Definition (kurz): g ~( p genau dann wenn L(M,) = L(M,).

Damit sehen wir leicht:
® ~istreflexivig ~ g
® ~ ist symmetrisch: wenn g; ~ g, dann ¢, ~ q;
® ~ st transitiv: wenn g; ~ ¢ und ¢» ~ g3 dann ¢, ~ ¢

(jeweils fur alle ¢, g1, g2, q3 € Q)

\ Eigenschaft: ~ ist eine Aquivalenzrelation.

AuBerdem gilt fir alle a €
® wenn g; ~ g dann 8(gq1,a) ~ 6(q2, a), falls diese Ubergénge definiert sind

(daher nehmen wir im Folgenden oft eine totale Ubergangsfunktion an)

\ Eigenschaft: ~ ist vertraglich mit der Ubergangsfunktion.
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Notation fiir Aquivalenzrelationen

Wir verwenden die bei Aquivalenzen (iblichen Begriffe:

Wir schreiben [¢]. fur die ~-Aquivalenzklasse von ¢, d.h.
[ql-={peQlq~p}
Fir eine Menge P C Q schreiben wir PL fir den Quotienten von P und ~:

PL ={lpl- Ip€P}.

(Die Quotientenbildung heiBBt Faktorisierung; sie entspricht dem ,Verschmelzen® &quivalenter Zusténde.)

Wie immer gilt:
e Wenn g ~ ¢» dann [g1]. = [¢2]-~
e Unterschiedliche Aquivalenzklassen sind disjunkt, d.h. [¢;]- # [¢.]~ impliziert
[g1]- N[g2]. =0
¢ Die Aquivalenzklassen partitionieren Q, d.h. Q ist die Vereinigung der (disjunkten)
Klassen
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Der Quotientenautomat

Wir vereinfachen Automaten, indem wir dquivalente Zustande verschmelzen:

Fir einen DFA M = (0, X, 6, qo, F) mit totaler Ubergangsfunktion ist der Quotientenau-
tomat M/. gegeben durch ML =(Q/L,Z,d-,[q0l~, F/) wobei gilt:

* 0/ ={lql-1q€ 0}

* 6.(lql~, a) = [6(q, )]~

* F.={lgl-lq€F)
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Der Quotientenautomat

Wir vereinfachen Automaten, indem wir dquivalente Zustande verschmelzen:

Fir einen DFA M = (0, X, 6, qo, F) mit totaler Ubergangsfunktion ist der Quotientenau-
tomat M/. gegeben durch ML =(Q/L,Z,d-,[q0l~, F/) wobei gilt:

* 0/ ={lql-1q€ 0}

* 6.(lql~, a) = [6(q, )]~

* F.={lgl-lq€F)

Diese Definition ergibt Sinn, da gilt:
® wenn [¢]. = [pl. dann [d(g, a)]~,, = [0(p, a)]-,, (Vertraglichkeit von ~ und ¢;
benétigt totale Ubergangsfunktion)

e wenn [¢]. = [p]l.dann ¢ € F gdw. p € F (Ubung)
~» Definition unabh&ngig vom gewahlten Représentanten von [g].
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Beispiel
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Beispiel
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Korrektheit Quotientenautomat

\ Satz: Fir jeden totalen DFA M gilt L(M) = L(ML).

Beweis: Fir alle w € X* gilt:

weLM) gdw. 6(gg,w) €F laut Definition
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Korrektheit Quotientenautomat

\ Satz: Fir jeden totalen DFA M gilt L(M) = L(ML).

Beweis: Fir alle w € X* gilt:

weLM) gdw. 6(gg,w) €F laut Definition
gdw. [8(go,w)]- € F/L  wie zuvor bemerkt (Ubung)
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Korrektheit Quotientenautomat

\ Satz: Fir jeden totalen DFA M gilt L(M) = L(ML).

Beweis: Fir alle w € X* gilt:

weLM) gdw. 6(gg,w) €F laut Definition
gdw. [8(go,w)]- € F/L  wie zuvor bemerkt (Ubung)
gdw. 6.([go]l-,w) € F/. Lemma®
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Korrektheit Quotientenautomat

\ Satz: Fir jeden totalen DFA M gilt L(M) = L(ML).

Beweis: Fir alle w € X* gilt:

weLM) gdw. 6(gg,w) €F laut Definition
gdw. [8(go,w)]- € F/L  wie zuvor bemerkt (Ubung)
gdw. 6.([go]l-,w) € F/. Lemma®
gdw. we LML) laut Definition
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Korrektheit Quotientenautomat

\ Satz: Fir jeden totalen DFA M gilt L(M) = L(ML).

Beweis: Fir alle w € X* gilt:

w e LM) gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

Lemma ®: Fir beliebige g € Q und w € X* qilt:

o(qo,w) e F
[6(g0, )]~ € F /-
6-(Iq0]~,w) € F /.
we LML)

laut Definition
wie zuvor bemerkt (Ubung)
Lemma ®

laut Definition

[6(g, w)]~ = 6-([g]~, w).

Beweis durch Induktion tber [w| (Ubung)
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Berechnung von ~
Wie kann man ~ 5 praktisch ermitteln?

Zuvor bemerkten wir:

(1) Wenn ¢g; ~q> dann g; € F gdw. ¢» € F
(2) Wenn g, ~ g» dann &(q1,a) ~ 6(¢2, a)

Umgekehrt gilt also:

(1) Wenn g; € Fund ¢, ¢ F dann g; + ¢q»
(2') Wenn 6(q1, ) » 6(q2, ) dann q; + g»

Tatsachlich ist » die kleinste Relation, die (1) und (2’) erfullt.

~> Wir kdnnen + (und damit auch ~) durch rekursive Anwendung der Regeln (1’) und
(2) berechnen
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Algorithmus zur Berechnung von ~

Eingabe: DFA M =(0Q.%,6,qo, F)
Ausgabe: ~
® |nitialisiere + := 0
® (Regel 1) Fir jedes Paar von Zustanden (g,p) € O X Q:
falls ¢ € F und p ¢ F, dann ,speichere g + p*

® (Regel 2) Fir jedes Paar {(g,p) € O X O\ » und jedes a € X:
falls (¢, a) » 6(p,a) dann ,speichere g + p*

¢ Wiederhole die Anwendung von Regel 2 solange, bis es keine Anderungen mehr
gibt

® Das Ergebnis ist (O x Q) \ »
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Darstellung von + im Algorithmus

Die Anweisung ,speichere g + p* kbnnte umgesetzt werden als:

* o=+ U {<Q7p>; <p>Q>}

Es ist aber nicht nétig, alle Paare in + einzeln zu speichern:
® ~» jstirreflexiv, d.h. man muss g + ¢ nicht betrachten
® + ist symmetrisch, d.h. man muss jeweils nur entweder g + p oder p + g betrachten
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Darstellung von + im Algorithmus

Die Anweisung ,speichere g + p* kbnnte umgesetzt werden als:

* o=+ U {<Q7p>; <p>Q>}

Es ist aber nicht nétig, alle Paare in + einzeln zu speichern:

® ~» jstirreflexiv, d.h. man muss g + ¢ nicht betrachten

® + ist symmetrisch, d.h. man muss jeweils nur entweder g + p oder p + g betrachten
~> Halb-Tabelle genugt zum Eintragen der mdéglichen Paare

A B C D

Beispiel: Fir einen DFA mit Zustanden
0 ={A,B,C,D, E} genlgt eine Tabelle
mit zehn Feldern (statt 5% = 25).

mw O O m

(dazu reihen wir Zustande vertikal in umgekehrter Reihenfolge)
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

|

A B C D

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D

: |

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D

T

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D

€ € € ‘

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D

€ € € € ‘

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D

€ € € € ‘

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| €| e ‘
0

o O O m

Markus Krétzsch, 10. November 2025 Formale Systeme Folie 17 von 26



Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

*9 (2) 6(q,2) » 6(p,a)

. impliziert g » p
> > H 0,1
W8 @p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0 0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0 0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0 0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0 0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
€l €| e e ‘
0 0

o O O m
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F

----- impliziert g » p
(2) 5(q,) * 6(p, a)
impliziertg + p
)\/_l/ 5 > "6"0’1
Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:
A B C D
E|le|e]|e]| € ‘
D|O® 0
C 0
B

Markus Krétzsch, 10. November 2025 Formale Systeme Folie 17 von 26



Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
Eeeee‘
D|O® 0
C 0
B
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

A B C D
Eeeee‘
D|O® 0
C 0
B|O®
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Beispiel Quotientenautomat

(1) ge Fundp ¢ F
impliziert g » p

(2) 6(q,2) » 6(p,a)
impliziert g » p

Wir tragen in der Tabelle jeweils die Wérter ein, die g + p zeigen:

ABCOD Weitere Abarbeitung von Regel (2) fahrt
Ele|le|e]e ‘ nicht mehr zu Anderungen
D|® 0
c o ~={(B,D),(D,B),(A, C),(C,A)} U
g, 9 1q € 0}
B|©®
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Beispiel Quotientenautomat
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Reduktion von Automaten

Wir kénnen das bisher gezeigte zusammenfassen:

Sei M ein DFA mit totaler Ubergangsfunktion. Der reduzierte Automat M, ergibt sich
durch folgende Schritte:
(1) Entferne alle unerreichbaren Zustande aus M

(2) Berechne den Quotientenautomaten
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Reduktion von Automaten

Wir kénnen das bisher gezeigte zusammenfassen:

Sei M ein DFA mit totaler Ubergangsfunktion. Der reduzierte Automat M, ergibt sich
durch folgende Schritte:
(1) Entferne alle unerreichbaren Zustande aus M

(2) Berechne den Quotientenautomaten

Dieses Verfahren erzeugt den gewtinschten minimalen DFA:

Fatz: M, ist beziiglich der Zustandsmenge der minimale DFA mit totaler Ubergangs-

funktion, der die Sprache L(M) erkennt.
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Reduktion von Automaten

Wir kénnen das bisher gezeigte zusammenfassen:

Sei M ein DFA mit totaler Ubergangsfunktion. Der reduzierte Automat M, ergibt sich
durch folgende Schritte:

(1) Entferne alle unerreichbaren Zustande aus M
(2) Berechne den Quotientenautomaten

Dieses Verfahren erzeugt den gewtinschten minimalen DFA:

Satz: M, ist beziiglich der Zustandsmenge der minimale DFA mit totaler Ubergangs-
funktion, der die Sprache L(M) erkennt.

Zudem stellt sich heraus, dass dieser minimale DFA eindeutig ist:

Satz: Alle minimalen DFA mit totaler Ubergangsfunktion, die L(M) erkennen, sind bis
auf Umbenennung von Zusténden gleich (sie sind isomorph). Daher hédngt M, nur von
L(M) ab, nicht von M.
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Korrektheit Minimalautomat

Satz: M, ist beziiglich der Zustandsmenge der minimale DFA mit totaler Ubergangs-
funktion, der die Sprache L(M) erkennt.

Beweisplan:
1. M, erkennt L(M): Dies folgt aus der Korrektheit der Quotientenbildung bei
Automaten

2. M, ist minimal fUr diese Eigenschaft: Wir werden dies in mehreren Schritten
zeigen:
— Wir konstruieren einen weiteren minimalen Automaten My direkt aus L
— Wir zeigen, dass M und M, bis auf Umbenennung von Zustanden gleich
sind
Damit ist auch die behauptete Eindeutigkeit gezeigt.
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Die Nerode-Rechtskongruenz

Flr eine Sprache L C X* ist die Nerode-Rechtskongruenz =~ wie folgt definiert. Fiir
Worter u,v € * sei u ~_ v wenn gilt:

fur alle w € X* gilt uw € L genau dann wenn vw € L.

Wenn L Klar ist, dann schreiben wir einfach =~ statt ~
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Die Nerode-Rechtskongruenz

Flr eine Sprache L C X* ist die Nerode-Rechtskongruenz =~ wie folgt definiert. Fiir
Worter u,v € ¥* sei u ~ v wenn gilt:

fur alle w € * gilt uw € L genau dann wenn vw € L.

Wenn L Klar ist, dann schreiben wir einfach =~ statt ~

Anders gesagt: zwei Worter v und u sind kongruent, wenn man in einem Wort das Prafix
v gegen u vertauschen kann, ohne dass dies den Status des Worts bezliglich L
verandert

Dies kann mit der Idee der Zustandsaquivalenz verglichen werden:

(Ruckblick) Fur Zusténde p, q € Q sei p ~ g wenn gilt:

fur alle w € X* gilt 6(p, w) € F genau dann wenn (g, w) € F.
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Eigenschaften von =~

\ Definition (kurz): u ~ v wenn fir alle w € * gilt: uw € L genau dann wenn vw € L. \
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Eigenschaften von =~

\ Definition (kurz): u ~ v wenn fir alle w € * gilt: uw € L genau dann wenn vw € L. \

Damit sehen wir leicht:

1

ist reflexiv: u ~ u

14

® =~ jst symmetrisch: wenn u ~vdannv ~u

12

ist transitiv:wennu ~vund v ~wdannu ~w

(jeweils fur alle u,v,w € X¥)

\ Eigenschaft: ~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Eigenschaften von =~

\ Definition (kurz): u ~ v wenn fir alle w € * gilt: uw € L genau dann wenn vw € L. \

Damit sehen wir leicht:
® ~jstreflexiviu~u
® =~ jst symmetrisch: wenn u ~vdannv ~u
e ~jsttransitiv:wennu ~vundv=~wdannu ~w

(jeweils fur alle u,v,w € X¥)

\ Eigenschaft: ~ ist eine Aquivalenzrelation. k

AuBerdem qilt fir alle w € Z*

® wenn u =~ vdann uw =~ vw

\ Eigenschaft: ~ ist vertraglich mit der Konkatenation von rechts. \

Dies rechtfertigt die Bezeichnung Rechtskongruenz.
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [€]~ istvwe L gdw. w e L
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e};ewelLgdw. we L
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:
® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e};ewelLgdw. we L

® [a]. ={a}: aw € L gdw. w € {¢, b}
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e};ewelLgdw. we L
® [a]. ={a}: aw € L gdw. w € {¢, b}
® [b]l. ={b}:bwelLgdw. w=a
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

‘7Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

[e]l- ={e}: ewe Lgdw. we L

® [a]. ={a}: aw € L gdw. w € {¢, b}

[b]~ = {b}: bwe Lgdw. w = a

[ab]. = {ab, ba}: fir jedes v € [ab]. istvw e L gdw. w = €
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Beispiel

Die Sprache L = {a}*{b}* hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]. ={a}": fUr jedes v € [¢€]~ istvwe L gdw. w e L
® [b]. ={a}*{b}*: fir jedes v € [b]. ist vw € L gdw. w € {b}*
® [bal. = X"\ L: fUr jedes v € [ba]. ist vw ¢ L fUr alle w € ¥*

Die endliche Sprache L = {a, ab, ba} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

[e]l- ={e}: ewe Lgdw. we L

® [a]. ={a}: aw € L gdw. w € {¢, b}

[b]~ = {b}: bwe Lgdw. w = a

[ab]. = {ab, ba}: fir jedes v € [ab]. istvw e L gdw. w = €

[bb]. = Z* \ {€, a, b, ab, ba}: fir jedes v € [bb]. ist vw ¢ L fir alle w € Z*

Markus Krétzsch, 10. November 2025 Formale Systeme Folie 23 von 26



Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

Markus Krétzsch, 10. November 2025 Formale Systeme Folie 24 von 26



Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel
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Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel

® [a]. ={a}: aw e L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}
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Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel
® [a]. ={a}: aw e L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}

® [aa]. = {aa}: aaw € L gdw. w € {a"b"*? | n > 0}
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Beispiel (2)

‘7Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel

® [a]. ={a}: aw e L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}

[aa]. = {aa}: aaw € L gdw. w € {a"b""? | n > 0}

* [aaa]. = {aaa): aaaw € L gdw. w € {a"b™*> | n > 0}
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Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

[e]l~ ={e}: ewe L gdw. we L

[a]- = {a}: aw € L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}

[aa]. = {aa}: aaw € L gdw. w € {a"b""? | n > 0}
[aaa]. = {aaa}: aaaw € L gdw. w € {a"b™*> | n > 0}

...unendlich viele Aquivalenzklassen [a"]. = {a"}
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Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel

® [a]. ={a}: aw e L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}

® [aa]. = {aa}: aaw € L gdw. w € {a"b"*? | n > 0}

® [aaal. = {aaa): aaaw € L gdw. w € {a"b"*3 | n > 0}
e ...unendlich viele Aquivalenzklassen [a"]. = {a"}

Es gibt weitere Formen von Aquivalenzklassen, z.B. [aab] = {a"*'b" | n > 0.
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Beispiel (2)

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} hat die folgenden
Nerode-Aquivalenzklassen:

® [e]l.={e}:ewelLgdw. wel

® [a]. ={a}: aw e L gdw. w € {a"b"*! | n > 0}

® [aa]. = {aa}: aaw € L gdw. w € {a"b"*? | n > 0}

® [aaal. = {aaa): aaaw € L gdw. w € {a"b"*3 | n > 0}
e ...unendlich viele Aquivalenzklassen [a"]. = {a"}

Es gibt weitere Formen von Aquivalenzklassen, z.B. [aab] = {a"*'b" | n > 0.

~ L = {a"b" | n > 0} hat unendlich viele Nerode-Aquivalenzklassen
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~ und regulare Sprachen

Wir werden zeigen, dass jede reguldre Sprache endlich viele ~-Aquivalenzklassen hat.
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~ und regulare Sprachen

Wir werden zeigen, dass jede reguldre Sprache endlich viele ~-Aquivalenzklassen hat.

Es gilt sogar noch etwas starkeres:

Satz (Myhill & Nerode): Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn =~ endlich vie-
le Aquivalenzklassen hat.

Beweis: Siehe néchste Vorlesung.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Quotientenautomaten werden aquivalente Zustéande verschmolzen
Aquivalente Zustande in einem (totalen) DFA kdnnen rekursiv ermittelt werden

Der Satz von Myhill und Nerode charakterisiert regulare Sprachen

Offene Fragen:
* Wie geht es weiter mit dem Beweis der Eindeutigkeit des Minimalautomaten?
* Wie aufwandig sind die verschiedenen Konstruktionen auf regularen Sprachen?
® Welche Sprachen sind nicht regular?
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