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Zusammenfassung
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Sprachen und Berechnung

* Formale Wérter als allgemeine Abstraktion aller Daten, die in Computern
verarbeitet werden kénnen

® Formale Sprachen als Mengen von Ein- oder Ausgaben

® Worterkennung als allgemeine Berechnungsaufgabe

Beispiel: Auch die Berechnung von Funktionen kann als Wortproblem ausgedrtckt
werden. Anstatt zu fragen, ,Was ergibt n + m?“ kann man fragen ,Ist n + m = r?*

Daraus ergibt sich das Kernthema dieser Vorlesung:

Sprachen klassifizieren hei3t Rechenaufgaben klassifizieren
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Zwei Hierarchien

Wir haben zwei Hierarchien von Sprachklassen kennengelernt:

(1) Chomsky-Hierarchie:
Typ 3 ¢ det. kontextfrei C Typ2 C Typ 1 C Typ O

Ansatz: natlrliche Definition Gber Grammatiken

(2) Hierarchie der Komplexitatsklassen:
L € NL € P € NP c PSpace ¢ Exp € NExp

Ansatz: natirliche und robuste Definition durch Beschrankung von
Turingmaschinen
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Eine Hierarchie?

[ RE, Typ 0 j Bekannte Beziehungen
(

semi-entscheidbar, Turing-erkennbar) (Mengeninklusionen)
zwischen den

NExp Sprachklassen; zumeist
geht man von echten
Teilmengen aus, aber
bewiesen ist das nur in
manchen Fallen

[ PSpace ]=[ NPSpace ]

Typ1,CSL | _

Typ 2, CFL
(kontextfrei)
DCFL
(det. kontextf.)

Neian |-
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Typische Beispiel-Sprachen
[(semi-entscheli:fillE);\;l,YI%r(i)ng-erkennbar

{a‘b‘c‘ | i> 0]
SAT

Typ 1, CSL
(kontextsensitiv)

{a‘bick|i¢joderj¢k}]

Typ 2, CFL
(kontextfrei)

{ww" | w € {a, b}"}

DCFL
(det. kontextf.)

{wew” | w € {a,b}"}

Typ 3, REG
(regular)

alle endlichen Sprachen \
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Berechnungsmodelle

[ RE, Typ 0 DTM
(

semi-entscheidbar, Turing-erkennbar NTM

Polyzeit-NTM
Pobzel o ——

Typ 1, CSL
(kontextsensitiv)

Typ 2, CFL
(kontextfrei) _

DCFL
(det. kontextf.

[ oPoA |

Typ 3, REG
(regular)
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Trennung der Sprachklassen

Die Chomsky-Hierarchie ist eine echte Hierarchie, d.h. es gibt in jeder Ebene Sprachen,
die nicht in der nachstunteren Ebene enthalten sind. Wir kennen folgende Methoden,
um Nichtenthaltensein einer Sprache in einer bestimmten Hierarchieebene zu zeigen:
® Typ 3: reguldres Pumping-Lemma, Myhill-Nerode-Index, Abschlusseigenschaften
(V10)

Typ 2: kontextfreies Pumping-Lemma (V13), Abschlusseigenschaften (V14)

det. Typ 2: Abschlusseigenschaften (V16)

® Typ 1: Entscheidbarkeit, Abschlusseigenschaften (V19/V20)

® Typ 0: Semi-Entscheidbarkeit (V19/V20)
Bei den Komplexitatsklassen sind bisher weitaus weniger Unterschiede bewiesen.
Exponentielle Ressourcenzugaben erzeugen echt groBere Klassen (z.B. P ¢ Exp).

Daraus folgt auch, dass ExpSpace-harte Sprachen nicht kontextsensitiv sind, auch
wenn sie entscheidbar sind.
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Ubersicht Abschlusseigenschaften

Abschluss unter . ..

Sprache | N U o * | Automatenmodell
Typ0 | v Vv x Vv V| TM(DTM/NTM)
Typt | v v Vv V V| LBA (_l det. LBA)
Typ2 | x Vv x v | PDA

Det. Typ2 | x x V x x | DPDA
Typ3 | v v v | DFA/NFA

Sebastian Rudolph, TU Dresden

Formale Systeme, VL 26

Folie 9 von 21


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Ubersicht Probleme

Die Entscheidbarkeit verschiedener relevanter Probleme ist je nach Sprachklasse

unterschiedlich:

5 N

% = icJ g 5
s £ 8 3 o %
Sprache § § =§- § E fo)
Typ0 | X x X X X X
Typ1 | v x X X X X
Typ2 | v V X X X X
Det. Typ2 | v v V Vv x X
Typ3| v v VvV (V) v V
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Wortprobleme |6sen

Wie schwer ist es, dass Wortproblem zu I6sen, wenn die Eingabe eine (geeignet
kodierte) Sprache und ein zu testendes Wort ist?

Sprache

Zeitkomplexitat bzgl. der Wortlange n

Typ 3

Det. Typ 2
Typ 2

P

NP

Typ 1

Typ 0

O(n) (Abarbeitung DFA)

O(n) (Abarbeitung DPDA)

O(n*) (CYK-Algorithmus)

polynomiell (z.B. Hyperresolution fir Hornlogik)
exponentiell (z.B. Resolution allgemein)

O(n - |I'") (z.B. Gber LBA-Konfigurationsgraph)

unentscheidbar

Das Wortproblem fiir NP und Typ 1 ist NP-vollstédndig bzw. PSpace-vollstéandig. Es ist
nicht bewiesen aber wahrscheinlich, dass es keine subexponentiellen Algorithmen gibt.
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Nichtdeterminismus

Nichtdeterministische Akzeptanzbedingung: Gibt es mindestens einen Lauf, der akzeptiert?

Det. Nichtdet.
Automatenmodell  Automatenmodell  &quivalent?
DFA NFA v
DPDA PDA X
DLBA LBA ?
DTM NTM v

e Oft ist es schwierig, Nichtdeterminismus unter Ressourcenbeschrankungen
aufzuldsen, nicht nur bei LBAs. Bspw. ist auch P # NP offen.

® Wegen der Asymmetrie hat jede nichtdeterministische Klasse eine
Komplementarklasse, die oft (vermutlich) unterschiedlich ist (z.B. coNP vs. NP).
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Ein einfacher ,Beweis” fir P = NP, Zwinkersmiley

Wir wissen:

Dabher gilt:

Anders gesagt:

Das heif3t:

Wegen coP = P gilt:
Somit gilt:

D.h., wegen P C NP gilt:

Sebastian Rudolph, TU Dresden

LeP impliziert LeNP
L ¢ NP impliziert L¢P
L € coNP impliziert L € coP
coNP C coP
coNP c P
NP c P
NP =P

g.e.d.?
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Ausblick und Anwendungen

AND OVER THERE WE HAVE THE LABYRWTH GUARDS.
ONE ALWAYS LIES, ONE ALWAYS TELLS THE TRUTH, AND
ONE STABS PEOPLE WHO ASK TRICKY QUESTIONS.

Randall Munroe, http://xkcd.com/246/, CC-BY-NC 2.5
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Formale Sprachen

Formale Sprachen in der Praxis:

® Typ 3: weit verbreitet in Form von reguléren Ausdriicken; im Kompilerbau als Lexer;
noch einfachere Sprachen bei Anfrage/Auswahimechanismen z.B. CSS-Selektoren

e det. Typ 2: besonders relevant im Kompilerbau (LR(k)-Grammatiken)

® nichtdet. Typ 2: in der Sprachverarbeitung; in dieser Anwendung teils auch etwas
starkere Sprachklassen (z.B. Tree-Adjoining Grammars)

Typ-1-Sprachen haben kaum praktische Anwendungen; Typ-0-Sprachen fallen mit
allgemeinen TMs zusammen.
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Automatentheorie

Es gibt viele Automatenmodelle jenseits der hier vorgestellten:

® Baumautomaten arbeiten auf Baumstrukturen, die sie von oben oder unten her
lesen.

e Automaten flr unendliche Strukturen verwenden andere Akzeptanzbedingungen,
die fur unendliche Abarbeitungen Sinn ergeben.

® Hybride Automaten modellieren komplexe dynamische Systeme mithilfe von
Differentialgleichungen.

® Eingeschrankte Automatenmodelle z.B. partiell geordnete Automaten, erkennen
spezielle regulare Sprachen.
e ..
Wesentliche Anwendungen von Automaten:
® Definition ,interessanter* Sprachklassen
® | 6sung algorithmischer Probleme (z.B. Inklusionstest von Sprachen)
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Logik

Aussagenlogik ist nur der Anfang ...

® Pradikatenlogik/Logik erster Stufe erweitert die Struktur atomarer Aussagen
(Pradikate, Terme, Variablen, ...); Quantoren ¥ und 3 ermdglichen es, sich auf
viele Individuen/Objekte zu beziehen, ohne alle einzeln zu nennen.

® |ogik zweiter Stufe fiihrt zudem Variablen fiir Pradikate und entsprechende
Quantoren ein.
~» Diese sind Ausgangspunkt vieler anwendungsspezifischer Logiken.

Wesentliche Anwendungen:
® Wissensreprasentation
® | ogikprogrammierung
® Constraint-Erfillungs- und -Optimierungs-Probleme

e \ferifikation
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Logisches Schliel3en

GroBes Fachgebiet; sehr stark anwendungsspezifisch

Nennenswerte Klassen stark optimierter Logiktools:
e SAT-Solver: aussagenlogisches SchlieBen
® Theorembeweiser: Entwickeln formaler Beweise in sehr ausdrucksstarken Logiken

® Model-Checker: effiziente Verifikation von formalen Aussagen bzgl. abstrakter
Programmmodelle

® |ogikprogramm-Systeme: Berechnung der Ergebnisse logischer Programme
verschiedenster Form

® Ontologie-Reasoner: Anfragebeantwortung Uber logischen Wissensbasen und
Datenbanken

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 26 Folie 18 von 21


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Komplexitatstheorie

GroBes Gebiet in der theoretischen Informatik, mit zwei wesentlichen Bedeutungen:
1 Eigenstéandiges Forschungsgebiet, das sich vielen grundlegenden Fragen widmet
(einschl. P # NP?); Theorie der Kryptographie; Quantenkomplexitat
2 Methoden fur andere Forschungsfelder, welche die komplexitatstheoretische
Analyse von Problemen in vielen Fachgebieten erméglichen; Themen wie
parametrisierte Komplexitat oder Ausgabekomplexitat sind aus Anwendungen
motiviert
Weiteres Fachgebiet: Berechenbarkeitstheorie (Klassifikation unentscheidbarer
Probleme, alternative Berechnungsmodelle)
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Theolog

Im nachsten Semester gibt es , Theoretische Informatik und Logik® (fiicht ir einige, offen fiir alle)

Horen Sie die groBen Fragen der Mathematik — und die Antworten der Informatik!
® Berechenbarkeit
— FleiBige Biber und manch Unentscheidbares
— Von Turingmaschinen zu Programmen
* Komplexitat
— NP: Spiele fir eine Person
— PSpace: einfache Spiele fir zwei
* Pradikatenlogik

— Die Sprache der Mathematik
— Resolution reloaded
— Endliche Modelle (besser bekannt als ,Datenbanken®)

* Mathematiker:innen als Programmierer:innen

— Die Grenzen der Mathematik
— GOdel, Turing und der ganze Rest
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Zusammenfassung

Formale Sprachen sind die Grundlage zahlreicher Forschungs- und Anwendungsfelder
der Informatik.

Berechnungsmodelle erlauben uns, allgemeine Aussagen Uber die Schwere und
Lésbarkeit von Berechnungsaufgaben zu treffen.

Formale Logik wird als Spezifikationssprache flr (zumeist anspruchsvolle) Probleme in
vielen Gebieten verwendet.

Offene Fragen:
® Haben Sie noch inhaltliche Fragen? (~ Konsultation nutzen)

® Haben Sie sich ausreichend auf die Prifung vorbereitet?
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