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Wiederholung

® Grammatiken kénnen Sprachen beschreiben und sie grob in Typen unterteilen
® Typ-3-Grammatiken generieren regulare Sprachen
® Deterministische endliche Automaten erkennen reguléare Sprachen
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Regulare Grammatiken und DFAs

Wir haben bisher gezeigt:

\ Jede von DFA erkannte Sprache ist regulér.

Far die Umkehrung misste man regulare Grammatiken in DFAs Ubersetzen.

Kann man die Ubersetzung nicht einfach umdrehen?
® Fir jede regulére Regel A — aB definieren wir 6(A,a) = B
® Fir jede regulare Regel A — a definieren wir 6(A,a) =CmitC e F

Warum funktioniert das nicht?
Weil die Ubergangsfunktion dann mehr als einen Wert hatte!

Beispiel: Eine Grammatik kann die Regeln S — aA, S — aS und A — € haben, aber
wir kénnen nicht 6(S, a) = A und 6(S, a) = S gleichzeitig fordern.
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Nichtdeterministische Ubergénge

Kann die Ubergangsfunktion ,mehr als einen Wert“ haben?

~» darstellbar als Menge, z.B. 6(¢q, a) = {q1, g2}

Was soll das bedeuten?
¢ Der Automat hat die Wahl zwischen mehreren Ubergéngen
® Die Verarbeitung eines Wortes wird nichtdeterministisch
(weil die Eingabe nicht véllig bestimmt, in welchen Zustand der Automat gelangt)
® Der Automat akzeptiert ein Wort, wenn es eine ,richtige” Wahl von
Zustandstibergangen gibt, die zu einem Endzustand fuhrt
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Nichtdeterministische Automaten

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (international: ,NFA*) M ist ein Tupel
M=(0,%,6,Qo, F) mit folgenden Bestandteilen:

® (: endliche Menge von Zustanden
e X: Alphabet

e §: Ubergangsfunktion, eine totale Funktion Q x X — 22, wobei 22 die
Potenzmenge von Q ist

® (y: Menge moglicher Startzustande Qy C O

® F: Menge von Endzustanden F C Q

Notation: Wir schreiben statt ¢’ € 6(¢, a) auch ¢ 3 q.
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Beispiel: NFA

Beispiel: 6(q1,0) = {q1}
0(q1,1) = {q1, 92}
5(‘]27 0) =0
5(‘]27 1) =0

Wort Zustandsfolge Ergebnis

011 qiq1q2? abgelehnt (fehlender Ubergang)

011 q1 91 91 92 akzeptiert

~ 011 wird nichtdeterministisch akzeptiert
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NFAs: Alternative Definitionen

In der Literatur gibt es leicht abgewandelte Definitionen von NFAs
¢ Ubergangsrelation statt Ubergangsfunktion
Statt einer Funktion § : O x £ — 22 kann man auch eine Relation A C O x X x Q
verwenden, wenn fir alle ¢, ¢’ € O, o € X gilt:

q €d6(q,0) genau dann wenn (g,0,¢')y € A

® Einzelner Startzustand g
Manchmal wird statt der Menge Qy nur ein Startzustand ¢, verwendet (es ist leicht,
einen NFA unserer Bauart so zu verandern, dass nur ein Startzustand nétig ist)

® Einzelner Endzustand g
Man kann auch die Menge der Endzustande F leicht auf ein einziges Argument
reduzieren
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Ist Nichtdeterminismus sinnvoll?

Nichtdeterministische Automaten miissen jeweils den richtigen Ubergang ,erraten®
~» entspricht nicht der Funktionsweise echter Computer

Dennoch ist Nichtdeterminismus ein wichtiges Prinzip in der Informatik:
e Kann kompaktere, natlrlichere Darstellungen erméglichen

® Beschreibt treffend die Schwierigkeit vieler praktischer Probleme — wichtig fur
Untersuchung von Komplexitat und Berechenbarkeit

® |st relevant in der Modellierung parallel arbeitender Systeme
* Bildet mdglichen Ausgangspunkt fur die Entwicklung deterministischer Algorithmen
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Die Sprache eines NFA
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Laufe eines NFA

Ein Lauf eines NFA M = (0. X, 0, Qo, F) fur ein Wort w = o - -- 0, ist eine Folge von
Zustanden qq . .. ¢, SO dass gilt:

® g0€ Qo

® g1 €6(qi, o) furalle 0 <i<m

® (1) m=|w| =n oder (2) m < n und 6(q,0,) =0

Ein Lauf heiBt akzeptierend, falls m = n und g, € F.
Andernfalls hei3t der Lauf verwerfend.

~> Ein DFA hat genau einen Lauf fir jedes Wort.
Er akzeptiert wenn dieser Lauf akzeptierend ist.

~» Ein NFA kann fiir ein Wort mehrere Laufe haben.
Er akzeptiert wenn einer dieser Laufe akzeptierend ist.
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Sprache eines NFA

Die Sprache eines NFA M = (Q, %, 6, Qo, F) ist die Menge aller Worter w fiir die M
einen akzeptierenden Lauf hat.

Beispiel: 0 0(q1,0) = {q1}
6(g1, 1) ={q1, q2}
6(¢q2,0) =0
6(q2,1)=0

Wort Lauf Ergebnis

011 q1 91 92 verwerfend (zu kurz)

011  qi1q1 91 q» akzeptierend
011 g1 91 q1 q1 verwerfend (kein Endzustand)

LM) = {0,1)" o {1}
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NFA zur Darstellung von Syntaxdiagrammen

L 2

Buchstabe

Ubersetzung in NFA:
® zusammenhéngende Linienbereiche werden Zustande

¢ Knoten werden Ubergange

Buchstabe

Buchstabe

Ziffer
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Syntaxdiagramme und Nichtdeterminismus

Das folgende Beispiel fuhrt zu einem NFA, der kein DFA ist:

3 Buchstabe J—»

Ziffer j¢ /

Entsprechender NFA:

Buchstabe

Buchstabe

Ziffer
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Verallgemeinerte NFA-Ubergangsfunktion

Wie beim DFA kénnen wir auch bei einem NFA M =(Q, %, 5, Qo, F) eine erweiterte
Ubergangsfunktion definieren, die ganze Wérter einliest.

Zuerst erweitern wir 6 auf Mengen von Zustanden:

Fir eine Zustandsmenge R € Q und ein Terminalsymbol a sei

6(R,a) = |_]o(g,a).

g€R

Dann erweitern wir ¢ von einzelnen Symbolen zu beliebigen Wértern:

Fir eine Zustandsmenge R C Q und ein Wort w € X* sei 6(R,w) die Menge aller
Zustande, die man erreichen kann, wenn man in einem Zustand aus R beginnt und
das Wort w einliest, formal:

* 5(R,€) =R
e §(R,av) = 6(5(R, a),v)
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Beispiel

Beispiel: 8(q1,0) = {q1}
o(q1, 1) ={q1, 2}
0(q2,0) =0

6(q2,1) =0

Die Menge der Startzustande ist Qp = {g}.
Dann gilt:

0(Qo, 0) = d(q1,0) = {q1}
0(Qo, 1) = 0(q1, 1) = {q1, 92}

0(Qo, 10) = 6(6(Qo, 1), 0) = 6({q1, g2}, 0)
=0(q1,0) Ud(g2,0) = {g1} U D = {g:}

6(Q0,01) = 6(6(Q0,0), 1) = 6({q1}, 1) = {q1, g2}
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Sprache eines NFA (2. Version)

Die erweiterte Ubergangsfunktion hilft bei der Definition der Sprache, die ein NFA
akzeptiert:

Die Sprache eines NFA M =(Q, %X, 6, Qo, F) ist die Menge
LIM) = {w e | 6(Qp,w) N F # 0}

Die Bedingung ,6(Qp, w) N F # 0" bedeutet:

~,mindestens einer der Zustande, die man durch Einlesen von w von einem Startzustand
aus erreichen kann, ist ein Endzustand.”

Behauptung: Diese Variante stimmt mit der vorherigen (mit akzeptierenden Laufen)
Uberein.
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Aquivalenz der Sprachdefinitionen fiir NFAs

Sei M =(0,%,6,00, Fy NFAundw = o ---0, € X" ein Wort.

Behauptung: Es gibt einen akzeptierenden Lauf fir w genau dann wenn
6(Qo,w)NF #0.

Beweis ,,=“: Angenommen es gibt einen akzeptierenden Lauf ¢ .. . g, flr w.

® Dannistg, € F.

® Wir behaupten g, € 5(Qp, w) (damit folgt 6(Qg, w) N F # 0)
* Wir zeigen die starkere Behauptung ¢; € 6(Qy, 0| - - - o) fur alle 0 < i < n mittels
Induktion Uber |w/:
— Induktionsanfang: Fir i = 0 gilt go € Qo = 6(Qy, €)
— Induktionshypothese: die Behauptung gelte flr i
— Induktionsschritt: fur i + 1 gilt:
qi € 6(Qo, 01 - - - o) (Induktionshypothese)
gi+1 € 6(qi, 0i+1) (laut Definition eines Laufs)
giv1 € 6(6(Qo, 01+ 0), Tix1) = 0(Qo, 01 -+ TiT 1)
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Aquivalenz der Sprachdefinitionen fiir NFAs

Sei M =(0,%,6,00, Fy NFAundw = o ---0, € X" ein Wort.
Behauptung: Es gibt einen akzeptierenden Lauf fir w genau dann wenn
6(Qo,w)NF # 0.
Beweis ,,<“: Angenommen §(Qg, w) N F # 0.

* Wir ermitteln einen akzeptierenden Lauf gy . .. g, firw

® Dazu gehen wir rlickwarts vor:

— Wabhle g, € F N 6(Qy, w)
— Furallei=mn,..., 1:
Wahle ¢;_; € 6(Q0, oy 0i-1), SO dass g; € 6(gi-1,07)

e Dies ist ein Lauf, da gy € 6(Qy, €) = Qp und alle Ubergénge erlaubt sind.
® Esist ein akzeptierender Lauf, da ¢, € F. O
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NFA vs. DFA
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Vergleich DFA — NFA

Offensichtlich sind NFAs allgemeiner als DFAs:

Satz: Jeder DFA kann als NFA aufgefasst werden. Daher wird jede von einem DFA
akzeptierbare Sprache auch von einen NFA akzeptiert.

Beweis: Fir jeden DFA M =(Q, X, 6, qo, F) gibt es einen entsprechenden NFA
M =<0, Z, OnFas {qo}, ) mit nra(g, @) = {0(q, @)} o

Die Umkehrung dieses Satzes gilt allerdings auch:

Fatz: Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache wird auch von einen DFA akzep-
tiert.

In diesem Sinne sind NFA nicht ausdrucksstarker als DFA — wie kann das sein?
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NFAs als DFAs — Idee

Die verallgemeinerte NFA-Ubergangsfunktion bildet Mengen von Zustéanden auf
Mengen von Zustanden ab:

6R,2) = |_Jéq.a).

geR

-Wenn der Automat in einem der Zustande R ist und a liest, so ist er anschlieBend in
einem der Zustande der Menge (R, a).”

Dieser Ubergang zwischen Mengen méglicher Zusténde ist an sich deterministisch.

~» wir kénnen einen NFA deterministisch simulieren, indem wir die Menge der
maoglichen Zustéande berechnen
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Die Potenzmengenkonstruktion

(Obra, X, 0pFa, 90, Fora) Wie folgt:
® Opra = 22 (Potenzmenge von Q)
® Opra(R, @) = Uzer 0(q, @)
®* q0=00
® Fopa={Re€22|RNF #0)

Fir einen NFA M = (Q, X, 0, Qo, F) definieren wir den Potenzmengen-DFA Mpga =

\ Satz (Rabin/Scott): L(M) = L(Mora)

(Beweis spater)
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

opra({g0},0) = 0
opra({qo}, 1) = {qo0, 1}
opra(q1}, ®) = {qo}
opra(iq1}, 1) =0
opra({q0, g1}, 0) = {qo}
5DFA({5107Q1}a 1) ={q0, q1}
Opra(0, 0) =

opra(0, 1) = 0

Erkannte Sprache:

{1} o ({0} o {1})"
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Vereinfachung Potenzmengenkonstruktion

Der Automat aus dem vorherigen Beispiel kann vereinfacht werden:

® Zustand {q,} ist unerreichbar
e Zustand 0 kann nicht verlassen werden (irrelevant fir akzeptierende Laufe)
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Potenzmengenkonstruktion ,,on the fly*

Vermeidung unnétiger Zustande durch schrittweise Konstruktion vom Startzustand:

® Erreichbarer Teil spart drei
Zustande ein

e Zustand 0 wie zuvor unnétig
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Potenzmengenkonstruktion: Korrektheit

Fatz (Rabin/Scott): LM) = L(Mora)

Beweis: Wir nutzen die Korrespondenz der verallgemeinerten Ubergangsfunktionen
aus. Zuerst zeigen wir, dass fir jedes Wort w € X* und jede Zustandsmenge R gilt:
Opra(R, w) = 6(R, w).
Induktionsanfang:
(1) dpra(R,€) =R = 6(R, €)
(2) 6ora(R,a) = Uyer9(q, @) = 6(R, )
Induktionshypothese: dppa(R, v) = 6(R, v) fir Worter v der Lange ¢
Induktionsschritt: wir zeigen dpea(R, av) = 6(R, av) ein beliebiges Wort av der Lange £ + 1
(3) Jdpra(R; av) = 6pra(dpra(R; ), v)

= Opra(O(R, @), V) (wegen (2))
= 5(6(R, ), V) (Induktionshypothese)
= 6(R, av)
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Potenzmengenkonstruktion: Korrektheit (2)

\ Satz (Rabin/Scott): L(M) = L(Mora)

Beweis (Fortsetzung): Wir haben gezeigt: dpra(R, w) = (R, w).
Damit ergibt sich, fur beliebige Worter w € X*:
weLM) gdw. 6(Qo,w)NF #0
gdw.  Spra(Qo, W) NF % 0

gdw.  6pra(Qo, w) € Fpra
gdw. we L(MDFA)
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GréBenvergleich
Der DFA eines NFA hat 2!/ — also exponentiell viele — Zustande.
Auch ,on the fly® [asst sich das im Allgemeinen nicht vermeiden.

Beispiel: ,Worter mit 1 an drittletzter Stelle”

N WO WL RN WL \@

,%)/ )U ,\CIZJ >

{37%7@2}

$,41,92,93 $,42,93

{ {57611a613}

\_0/
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GroéBenvergleich (2)

Allgemein kann man fiir jede Zahl n > 1 die Sprache L, = {0, 1}*1{0, 1}"~! betrachten
(,Worter mit 1 an n-letzter Stelle®)

Es qilt:
® Es gibt einen NFA mit n + 1 Zustanden, der L,, erkennt.
e Jeder DFA, der L, erkennt, hat mindestens 2" Zustande.

Schlussfolgerung:
NFAs kénnen exponentiell kompakter sein als dquivalente DFAs.
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

g1 S gt~ regulére
m Grammatik

DFAs sind
spezielle NFAs .
L
DFA , ’V NFA J
A )

Potenzmengen-

konstruktlon I w

Graph
Syntax-
diagramm
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Von regularen Grammatiken zu NFAs

Satz: Die Klasse der Sprachen, die durch DFAs oder NFAs erkannt werden kénnen,
ist genau die Klasse der regularen Sprachen.

Beweis: Wir kdnnen nun die noch fehlende Richtung dieser Behauptung zeigen:
Far jede regulare Grammatik G gibt es einen NFA Mg, welcher die selbe Sprache
akzeptiert (d.h., L(G) = L(Mp)).
Far G = (V, %, P, S) ergibt sich Mg = (0, %, 6, Qo, F) wie folgt:

* Q:=VUlgl

® Qo:=1{S}
F:={qg}U{A€V|A—>ecP}
6(A,c):={B|A—>cBePlU{g|A—>ceP}
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Beispiel

Wir betrachten eine regulare Grammatik mit den folgenden sechs Regeln:

S—>1]|0A
A—O0|1]|1A e

Entsprechender NFA:

Dargestellte Sprache: {1} U ({8} o {1}" o {€, 8})
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Korrektheit

atz: Die Klasse der Sprachen, die durch DFAs oder NFAs erkannt werden kénnen,

S
Fst genau die Klasse der regularen Sprachen.

Beweis: Wir behaupten, dass L(G) = L(Mg), d.h. fir jedes Wort w € £* soll gelten:

w € L(G) gdw. w € L(Mg).
Der Sonderfall w = € ist ziemlich einfach:

€ec€L(G) gdw. S > €€ P
gdw. SeF
gdw. € € L(Mp)
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L(G) € LIMo)

Wir zeigen noch w € L(G) gdw. w € L(Mg) fir den Fall |w| > 1.

,="“ Angenommenw € L(G) mitw =a;---aundn > 1.
Es gibt zwei mégliche Herleitungen far w:

(1)S=aBi=...2a; - a,1By1 =2 a;---ap_1ay

2)S=aBi=...2a;--ra,1Bp1 =2 a;---ap_1anBh > a; -+

In Fall (1) wurden Regeln der folgenden Form angewendet:
S — a; By By — a;Bp
Also hat M die folgenden Ubergénge:
s 3B, B; 3 B,

an
Bn_1 — dp
an
Bn1 — qr

Also ist SB1By ... B.1g, ein akzeptierender Lauf von Mg und M akzeptiert das Wort w.

Fall (2) ist ahnlich, wobei der Lauf auf B,, endet und B, € F.
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L(G) 2 LIMe)

Wir zeigen noch w € L(G) gdw. w € L(Mg) fir den Fall |w| > 1.

~<="Angenommenw € L(Mg) mitw=a;---a,undn > 1.

Beweis analog zur vorangegangenen Richtung; grob skizziert:
® w hat einen akzeptierenden Lauf in Mg
® wir betrachten die mdglichen Formen solcher Laufe
* in jedem Fall finden wir entsprechende NFA-Ubergénge
® daraus ergeben sich geeignete Grammatikregeln, um w abzuleiten
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Darstellungen von Typ-3-Sprachen

a “
#q1 = 42 ™

\ regulare
“q1 — ag"

Grammatik

uql - gq2“ R
g1 — Q2"

. .
: NFA
Potenzmengen- ‘
konstruktion dualer
Graph
Syntax-
diagramm

DFAs sind
spezielle NFAs

DFA

IN
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Zusammenfassung und Ausblick

Nichtdeterministische endliche Automaten (NFA) vereinfachen die Modellierung, z.B. die
direkte Darstellung von Syntaxdiagrammen

Rabin/Scott: DFAs und NFAs erkennen die selben Sprachen
(Potenzmengenkonstruktion)

Und das sind zudem genau die regularen Sprachen
(Grammatik <& NFA)

Offene Fragen:
® Gibt es noch mehr Darstellungsformen fiir requléare Sprachen?
® Was kommt heraus, wenn man Operationen auf regulare Sprache anwendet?

* Wir haben gesehen, dass man Automaten manchmal vereinfachen kann — geht
das noch besser?
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