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Aussagenlogik

Syntax:
F— P|=F|(FAF) | (FVF) | (F=F) | (F&F)
Semantik:
® Wertzuweisungen w : P — {1, 0} zur Interpretation von Atomen

® Erweiterung von Atomen auf Formeln:

W) wG) wFAG) wEFVG wF - G)
0 0 0 0 1
w(F)  w(=F) 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1
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Logische Schlussfolgerung

Modelle:

w E F gdw. w(F) = 1 gdw. ,w ist Modell von F* gdw. ,w erflllt F*.

Logische Konsequenzen:
* ¥ | Ggdw.
® jedes Modell von 7 ist auch ein Modell von G gdw.
® G istimmer wahr wenn alle Formeln in ¥ wahr sind.
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Logische Schlussfolgerung

Modelle:
w E F gdw. w(F) = 1 gdw. ,w ist Modell von F* gdw. ,w erflllt F*.

Logische Konsequenzen:
* ¥ | Ggdw.
® jedes Modell von 7 ist auch ein Modell von G gdw.

® (G istimmer wahr wenn alle Formeln in F wahr sind.

Dualitat von Modellen und Formeln:
® Je mehr Formeln in F,
® desto weniger Modelle erflllen alle Formeln in 7,
® desto mehr Formeln sind in allen diesen Modellen wabhr,
® desto mehr Konsequenzen hat 7.
~> Aussagenlogik ist monoton. (Informell: Mehr Annahmen fihren zu mehr Schlissen.)
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Modellierungsbeispiel: Sudoku (1)

Sudoku ist ein bekanntes Zahlenpuzzle.

3
13 7
6|1 9
2 1 8 7
2
5 9 1 3
4 8 6
5 87
9

Aufgabe:
® Fllle jedes Feld mit einer Ziffer von 1 bis 9, so dass

® Spalten, Zeilen und die fett umrandeten Teilquadrate jede Ziffer nur einmal
enthalten.
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Modellierungsbeispiel: Sudoku (2)

Wir kdnnen Sudoku aussagenlogisch modellieren:
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Modellierungsbeispiel: Sudoku (2)
Wir kdnnen Sudoku aussagenlogisch modellieren:

e Atome: Fir jede Ziffer z € {1,...,9} und alle Koordinaten i,j € {1,...,9} verwenden
wir ein Atom p.[i, ] flr die Aussage ,an Position (i, j) steht die Ziffer z.”
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Modellierungsbeispiel: Sudoku (2)

Wir kdnnen Sudoku aussagenlogisch modellieren:

e Atome: Fir jede Ziffer z € {1,...,9} und alle Koordinaten i,j € {1,...,9} verwenden
wir ein Atom p.[i, ] flr die Aussage ,an Position (i, j) steht die Ziffer z.”

® Spielregeln modellieren wir als logische Formeln:
Faralle i,j:  pili,jl1V pali,jlV ...V poli,j]
Furallei,j,z,Z mitz# 2': p.li,jl = —pli,j]
Firalle i,7,j,zmiti #1i': p.li,j] = —p.li',j]
Faralle i,j,j',zmitj #;: p.li,j1 = —p.li,)]
Far alle i,j,i,j,z mit (i,)) # (', ]);
@@,)), (’,j) im gleichen Teilquadrat: p.[i,j] = —p.[i’,)]
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Modellierungsbeispiel: Sudoku (2)

Wir kdnnen Sudoku aussagenlogisch modellieren:

e Atome: Fir jede Ziffer z € {1,...,9} und alle Koordinaten i,j € {1,...,9} verwenden
wir ein Atom p.[i, ] flr die Aussage ,an Position (i, j) steht die Ziffer z.”

® Spielregeln modellieren wir als logische Formeln:
Faralle i,j:  pili,jl1V pali,jlV ...V poli,j]
Furallei,j,z,Z mitz# 2': p.li,jl = —pli,j]
Firalle i,7,j,zmiti #1i': p.li,j] = —p.li',j]
Faralle i,j,j',zmitj #;: p.li,j1 = —p.li,)]
Far alle i,j,i,j,z mit (i,)) # (', ]);
@@,)), (’,j) im gleichen Teilquadrat: p.[i,j] = —p.[i’,)]

® \orgegebene Ziffern werden als atomare Formeln dargestellt, z.B. p5[3, 1] im
vorigen Beispiel.

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 22 Folie 6 von 31


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Modellierungsbeispiel: Sudoku (2)

Wir kdnnen Sudoku aussagenlogisch modellieren:

e Atome: Fir jede Ziffer z € {1,...,9} und alle Koordinaten i,j € {1,...,9} verwenden
wir ein Atom p.[i, ] flr die Aussage ,an Position (i, j) steht die Ziffer z.”

® Spielregeln modellieren wir als logische Formeln:
Faralle i,j:  pili,jl1V pali,jlV ...V poli,j]
Furallei,j,z,Z mitz# 2': p.li,jl = —pli,j]
Firalle i,i’,j,zmiti #: p.li,j1 = —p.[i',]]
Firalle i,j,j/,zmitj#;: p.li,jl = —p-li,j']
Faralle i,j,i,j,z mit (i,j) # (7', j);
@@,)), (’,j) im gleichen Teilquadrat: p.[i,j] = —p.[i’,)]
® \orgegebene Ziffern werden als atomare Formeln dargestellt, z.B. p3[3, 1] im
vorigen Beispiel.
~» Modelle der Formelmenge entsprechen Lésungen des Sudoku.
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Aquivalenzen
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Logische Aquivalenz

Formeln sind &quivalent, wenn sie die gleiche Semantik haben:

Zwei Formeln F und G sind genau dann semantisch aquivalent, in Symbolen F = G,
wenn sie genau dieselben Modelle haben, d.h. gdw.

fur alle Wertzuweisungen w gilt: w(F) = w(G)
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Logische Aquivalenz

Formeln sind &quivalent, wenn sie die gleiche Semantik haben:

Zwei Formeln F und G sind genau dann semantisch aquivalent, in Symbolen F = G,
wenn sie genau dieselben Modelle haben, d.h. gdw.

fur alle Wertzuweisungen w gilt: w(F) = w(G)

Beispiel: p — g = -p V ¢, wie man mit Hilfe der Wahrheitswertetabelle zeigen kann (die
Spalten der Formeln sind gleich):

P q|p—q9 P PVg
0 O 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
1 1 1 0 1

Vereinfachung: Wir beschriften Tabellenspalten ab jetzt nur noch mit F statt w(F).
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NUtzliche Eigenschaften von =

Satz: = ist eine Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Beweis: = ist definiert als die Gleichheit der Modellmengen. Die gesuchten
Eigenschaften ergeben sich, da auch die Relation = auf Mengen eine
Aquivalenzrelation ist. m

Weitere Eigenschaften folgen direkt aus den Definitionen:

Satz:
® Alle Tautologien sind semantisch &quivalent.
¢ Alle unerfillbaren Formeln sind semantisch aquivalent.

Satz: Semantische Aquivalenz entspricht wechselseitiger logischer Konsequenz:

F=G genau dann, wenn FEGund GEF.
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NUtzliche Eigenschaften von =

Satz (Ersetzungstheorem): Sei F eine Formel mit einer Teilformel G. Wenn G = G’
gilt und F” aus F gebildet werden kann, indem man ein beliebiges Vorkommen von G
in F durch G” ersetzt, dann gilt auch F = F’.
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NUtzliche Eigenschaften von =

Satz (Ersetzungstheorem): Sei F eine Formel mit einer Teilformel G. Wenn G = G’
gilt und F” aus F gebildet werden kann, indem man ein beliebiges Vorkommen von G
in F durch G” ersetzt, dann gilt auch F = F’.

Beweisskizze*: G = G’ bedeutet, dass w = G gdw. w = G’ flir beliebige
Wertzuweisungen w. In der rekursiven Definition von [ erfillt daher die Teilformel G
genau die selben Bedingungen wie G’, so dass sich auch fir F und F” (fir jedes w) der
selbe Wert ergibt. O

Dieser Satz ist ein Sonderfall der allgemeingdiltigen und intuitiven Tatsache, dass der
Wert von rekursiv definierten Funktionen gleich bleibt, wenn man die syntaktische
Definition einer Teilberechnung durch eine andere ersetzt, die stets den gleichen Wert
liefert.

* Streng genommen folgt aus der Definition von |= zunéchst nur, dass die Ersetzung einer direkten Unterformel Aquivalenz erhalt. Zum Beispiel
folgt GAH = G’ A H aus G = G’. Um zu zeigen, dass auch Ersetzungen in beliebiger Tiefe Aquivalenz erhalten, ist noch ein induktives Argument
nétig, welches die Aquivalenz im Formelbaum ,nach oben“ propagiert. Aus G A H = G’ A H folgt z.B. (G A H) vV J = (G’ A H) V J usw. usf.

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 22 Folie 10 von 31


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Junktoren aquivalent ausdriicken
Viele Junktoren kénnen durch andere ausgedriickt werden:

F—-G=-FVvVG=-(FAN-G)
FoG=(F->G6GANG—>F)=(FAG)V (=FA-G)
FAG=-(=FV-G) (DeMorgansches Gesetz)
F Vv G =-(=F A-G) (De Morgansches Gesetz)
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Junktoren aquivalent ausdriicken
Viele Junktoren kénnen durch andere ausgedriickt werden:

F—-G=-FVvVG=-(FAN-G)
FoG=(F->G6GANG—>F)=(FAG)V (=FA-G)
FAG=-(=FV-G) (DeMorgansches Gesetz)
F Vv G =-(=F A-G) (De Morgansches Gesetz)

Weitere Junktoren kénnen mithilfe &quivalenter Formeln definiert werden:

FT1G=-(FAG) =-FV-G (NAND)
F|lG=~(FVG) =-FA-G (NOR)
FeG=~(F o G) (XOR, Antivalenz)
T=-pVp=p—op (Wahrheit; p € P beliebig)
L=-pAp (Falschheit; p € P beliebig)

Wir werden insbesondere T und L manchmal verwenden.
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Junktoren &quivalent ausdricken (2)

Satz: Sei F eine beliebige aussagenlogische Formel.
® Es gibt eine zu F aquivalente Formel, die nur die Junktoren A und — enthalt.

® Es gibt eine zu F &quivalente Formel, die nur die Junktoren v und — enthalt.
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Junktoren aquivalent ausdrtcken (2)

Satz: Sei F eine beliebige aussagenlogische Formel.
® Es gibt eine zu F aquivalente Formel, die nur die Junktoren A und — enthalt.

® Es gibt eine zu F &quivalente Formel, die nur die Junktoren v und — enthélt.

Beweis: Fiir den ersten Fall ersetzen wir rekursiv Teilformeln, die nicht die gewiinschte
Form haben, gemén folgender Regeln:

(GV H) o (=G A —-H)
(G — H) = -(G A —H)
(G & H) — (=(G A=H) A =(H A =G))

Jede Ersetzung fihrt zu einer aquivalenten Formel (Ersetzungstheorem), der
Algorithmus terminiert (jeder Junktor wird héchstens einmal ersetzt) und das Ergebnis
hat die gewlinschte Form. Der zweite Fall ist analog. ]
~» Es hétte also genlgt, die Syntax aussagenlogischer Formeln mittels F — P | =F | F A F zu definieren.
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Niitzliche Aquivalenzen (1)

FAG=GAF
FVG=GVF

(FAGYAH=F A(GAH)
(FVG)VH=FV(GVH)

FAGVH) =(FAG)V (FAH)
FV(GAH)=(FVG)A(FVH)

FAF=F
FVF=F

FA(FVG) =F
FV(FAG) =F
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Idempotenz
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Nitzliche Aquivalenzen (2)

-—-F=F doppelte Negation

=(F A G) = (=F VvV =G)

De Morgansche Gesetze
=(F V G) = (=F A =G)

FAT=F .
Gesetze mit T
FvT=T
FAL=1 .
Gesetze mit L
FV1l=F
T =1
-1 =T

Alle diese Aquivalenzen kénnen leicht mit Wahrheitswertetabellen tiberpriift werden.
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Quiz: Aquivalenzen

Zwei Formeln F und G sind genau dann semantisch aquivalent, in Symbolen F = G,
wenn sie genau dieselben Modelle haben, d.h. gdw. fiir alle w gilt: w(F) = w(G).

Quiz: Welche der folgenden Aquivalenzen gelten? ...
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Aquivalente Mengen von Formeln

Die Definition von Aquivalenz ist leicht auf Formelmengen erweiterbar:

Zwei Formelmengen ¥ und G sind aquivalent, in Symbolen ¥ = G, wenn sie diesel-
ben Modelle haben.
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Aquivalente Mengen von Formeln

Die Definition von Aquivalenz ist leicht auf Formelmengen erweiterbar:

Zwei Formelmengen ¥ und G sind aquivalent, in Symbolen ¥ = G, wenn sie diesel-
ben Modelle haben.

Formelmengen verallgemeinern die Konjunktion, denn es gilt:
{Fi,....F.}={FIN...\NF,;}

Vereinfachung: Dank Assoziativitat verzichten wir ab jetzt in Formeln wie
(((F1 A F») A F3) A Fy) auf Klammern (ebenso far V).

Allerdings dirfen Formelmengen auch unendlich sein (Konjunktionen dagegen nicht).
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= entspricht — und = entspricht &

Satz (Deduktionstheorem): Fiir jede Formelmenge # und Formeln G und H gilt
F &£ G — H genau dann, wenn ¥ U {G} E H.
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= entspricht — und = entspricht &

Satz (Deduktionstheorem): Fir jede Formelmenge ¥ und Formeln G und H gilt
F &£ G — H genau dann, wenn ¥ U {G} E H.

Beweis: (=): Es gelte ¥ = G — H. Sei w ein Modell von 7 U {G}. Insbesondere ist w
ein Modell von 7, gemaf Voraussetzung ist w also auch ein Modell von
G — H. Da w auch ein Modell von G ist, gilt also w = H.
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= entspricht — und = entspricht &

Satz (Deduktionstheorem): Fir jede Formelmenge ¥ und Formeln G und H gilt
F &£ G — H genau dann, wenn ¥ U {G} E H.

Beweis: (=): Es gelte ¥ = G — H. Sei w ein Modell von 7 U {G}. Insbesondere ist w
ein Modell von 7, gemaf Voraussetzung ist w also auch ein Modell von
G — H. Da w auch ein Modell von G ist, gilt also w = H.

(<): Esgelte ¥ U{G} E H. Sei w ein Modell fir . Wir flhren eine
Fallunterscheidung beziglich w = G durch.
(1) w E G. Dann gilt w E ¥ U {G} und gemaf3 Voraussetzung w = H, also
auchwE G — H. (2) w £ G. Dann gilt w E G — H unmittelbar. O
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= entspricht — und = entspricht &

Satz (Deduktionstheorem): Fir jede Formelmenge ¥ und Formeln G und H gilt
F &£ G — H genau dann, wenn ¥ U {G} E H.

Beweis: (=): Es gelte ¥ = G — H. Sei w ein Modell von 7 U {G}. Insbesondere ist w
ein Modell von 7, gemaf Voraussetzung ist w also auch ein Modell von
G — H. Da w auch ein Modell von G ist, gilt also w = H.

(<): Esgelte ¥ U{G} E H. Sei w ein Modell fir . Wir flhren eine
Fallunterscheidung beziglich w = G durch.
(1) w E G. Dann gilt w E ¥ U {G} und gemaf3 Voraussetzung w = H, also
auchwE G — H. (2) w £ G. Dann gilt w E G — H unmittelbar. O

Notation: Wir schreiben [ F statt 0 = F um auszudrlcken, dass F allgemeingliltig ist.

Satz: F = G genau dann, wenn E F & G.
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= entspricht — und = entspricht &

Satz (Deduktionstheorem): Fir jede Formelmenge ¥ und Formeln G und H gilt
F &£ G — H genau dann, wenn ¥ U {G} E H.

Beweis: (=): Es gelte ¥ = G — H. Sei w ein Modell von 7 U {G}. Insbesondere ist w
ein Modell von 7, gemaf Voraussetzung ist w also auch ein Modell von
G — H. Da w auch ein Modell von G ist, gilt also w = H.

(<): Esgelte ¥ U{G} E H. Sei w ein Modell fir . Wir flhren eine
Fallunterscheidung beziglich w = G durch.
(1) w E G. Dann gilt w E ¥ U {G} und gemaf3 Voraussetzung w = H, also
auchwE G — H. (2) w £ G. Dann gilt w E G — H unmittelbar. O

Notation: Wir schreiben [ F statt 0 = F um auszudrlcken, dass F allgemeingliltig ist.

Satz: F = G genau dann, wenn E F & G.

Beweis: F=Ggdw. FEGuUundGEFgdw.EF > GundEG —> F
(Deduktionstheorem) gdw. £ (F - G) A (G — F) gdw. E F < G. O
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Curry

Mit Deduktionstheorem und dem Bezug von Formelmengen und Konjunktionen erhélt
man ein weiteres interessantes Ergebnis:

EWFAG)—>H gdw.{FAG}EH gdw.{F,G}EH
gdw. {F} E G — H gdw. E F — (G — H)
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Curry

Mit Deduktionstheorem und dem Bezug von Formelmengen und Konjunktionen erhélt
man ein weiteres interessantes Ergebnis:

EWFAG)—>H gdw.{FAG}EH gdw.{F,G}EH
gdw. {F} E G — H gdw. E F — (G — H)

Tatsachlich gilt allgemein:
(FANG)-H=F —-(G— H)

Die Ersetzung von (F A G) — H durch F — (G — H) wird Currying (im Deutschen
manchmal auch: Schénfinkeln) genannt.
~» siehe funktionale Programmierung
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Normalformen
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Normalform

Normalformen sind besondere syntaktische Formen aussagenlogischer Formeln.

Sie heiBen so, weil sich jede aussagenlogische Formel in eine &quivalente Formel in
Normalform umformen lasst.

Wir werden hier drei wichtige Normalformen kennenlernen:
® Negationsnormalform (NNF)
® Konjunktive Normalform (KNF)
® Disjunktive Normalform (DNF)
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Negationsnormalform

Eine Formel F ist genau dann in Negationsnormalform (NNF) wenn
(a) sie nur die Junktoren A, vV und - enthalt und

(b) der Junktor — nur direkt vor Atomen vorkommt (d.h. nur in Teilformeln der Form
-p mit p € P).

Formeln, die negierte oder nichtnegierte Atome sind, nennt man Literale.
In NNF darf Negation also nur in Literalen auftauchen.
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Negationsnormalform

Eine Formel F ist genau dann in Negationsnormalform (NNF) wenn
(a) sie nur die Junktoren A, vV und - enthalt und
(b) der Junktor — nur direkt vor Atomen vorkommt (d.h. nur in Teilformeln der Form
-p mit p € P).

Formeln, die negierte oder nichtnegierte Atome sind, nennt man Literale.
In NNF darf Negation also nur in Literalen auftauchen.

Beispiele:
® (-pAg)V(pA-g)istin NNF
® (b Ab)V =(bAb) ist nicht in NNF
® 4V ——p ist nicht in NNF
® p < pist nicht in NNF
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Umwandlung in NNF

Es ist méglich, eine Formel rekursiv in NNF umzuformen.

Dazu ersetzen wir zunachst alle Vorkommen von — und < durch aquivalente Formeln
(wie zuvor).

Sei F eine Formel, die nur die Junktoren A, vV und = enthélt. Wir definieren eine For-
mel NNF(F) rekursiv wie folgt:

* NNF(p)=pfallspeP

® NNF(F A G) = NNF(F) A NNF(G)
NNF(F v G) = NNF(F) v NNF(G)
NNF(=p) = -p falls p € P

NNF(==F) = NNF(F)

NNF(=(F A G)) = NNF(=F) vV NNF(=G)
® NNF(=(F Vv G)) = NNF(=F) A NNF(=G)
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Beispiel

Wir betrachten die Formel ((p — ¢g) — p) — p.
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(p=q@—-p—p
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
@—=q9—->p—=>p=(=pVg>p) —p
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(p—>q9—->p —->p=(=pVg—>p) —p
=((pVvgVp) op
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p
=((pVvgVp) op
=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p

=((pVvgVp) op

=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:

NNF(=(=(=p V q) V p) V p)
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p

=((pVvgVp) op

=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:

NNF(=(=(=p Vv @) V p) V p) = NNF(=(=(=p V q) V p)) V NNF(p)
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p

=((pVvgVp) op

=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:
NNF(=(=(=p V @) V p) V p) = NNF(=(=(=p V @) V p)) V NNF(p)
= (NNF(—|—|(—|17 Vv q)) A NNF(—YJ)) Vp
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p

=((pVvgVp) op

=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:
NNF(=(=(=p V @) V p) V p) = NNF(=(=(=p V @) V p)) V NNF(p)
= (NNF(—|—|(—|17 Vv q)) A NNF(—YJ)) Vp
= (NNF(ﬁp Vv q) A —|p) Vp
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
@—=q9—->p—=>p=(=pVg>p) —p
=((pVvgVp) op
=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:

NNF(=(=(=p V @) V p) V p) = NNF(=(=(=p V @) V p)) V NNF(p)
= (NNF(—|—|(—|17 Vv q)) A NNF(ﬁp)) Vp
= (NNF(ﬂp Vv q) A —|p) Vp
= ((NNF(=p) VNNF(g)) A =p) V p
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Beispiel

Wir betrachten die Formel (p — q) — p) — p.

Zunéachst eliminieren wir Vorkommen von — in beliebiger Reihenfolge:
(=9 —=>p)—=p=(pVgy—=p —p
=((pVvgVp) op
=-(=(-pVq@)Vp)Vp

AnschlieBend wenden wir NNF an:

NNF(=(=(=p V ¢) V p) V p) = NNF(=(=(=p V g) V p)) V NNF(p)
= (NNF(==(=p vV ¢)) ANNF(=p)) V p
=(NNF(=pVvg) A=p)Vvp
= (NNF(=p) v NNF(g)) A =p) vV p
=((=pVarN-D)Vp
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NNF-Definition (Wiederholung)

Sei F eine Formel, die nur die Junktoren A, V und = enthalt. Wir definieren eine For-
mel NNF(F) rekursiv wie folgt:

* NNF(p)=pfallspeP

® NNF(F A G) = NNF(F) A NNF(G)

® NNF(F v G) = NNF(F) vV NNF(G)

® NNF(—p) =-pfallspeP

® NNF(=—=F) = NNF(F)

® NNF(=(F A G)) = NNF(=F) V NNF(=G)
® NNF(=(F Vv G)) = NNF(=F) A NNF(=G)
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?
® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.

e Korrektheit: Ist das Ergebnis der rekusiven Umwandlung in NNF?
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.

e Korrektheit: Ist das Ergebnis der rekusiven Umwandlung in NNF?
Ja, denn = kommt im Ergebnis nur in Fall -p (p € P) vor.
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.

e Korrektheit: Ist das Ergebnis der rekusiven Umwandlung in NNF?
Ja, denn = kommt im Ergebnis nur in Fall -p (p € P) vor.
Ist das Ergebnis semantisch aquivalent zur Eingabe?
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.

e Korrektheit: Ist das Ergebnis der rekusiven Umwandlung in NNF?
Ja, denn = kommt im Ergebnis nur in Fall -p (p € P) vor.
Ist das Ergebnis semantisch aquivalent zur Eingabe?

Ja, wie man durch ein induktives Argument leicht zeigen kann
Induktionsanfang: Aquivalenz gilt fiir p und —p; Induktionsvoraussetzung: F = NNF(F) und G = NNF(G); .
Induktionsschritt: fir jeden rekursiven Fall folgt die Aquivalenz aus Voraussetzung, Ersetzungstheorem und bekannten Aquivalenzen.
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NNF-Umwandlung: Korrektheit

Ist diese Umformung korrekt?

® Wohldefiniertheit: Deckt die Rekursion wirklich jeden Fall ab?
Ja, wie man leicht Gberprifen kann (der Fall - ist nach der Form der negierten
Formel nochmals in vier Unterfélle aufgespalten).

® Terminierung: Ist sichergestellt, dass die rekursive Berechnung terminiert?
Ja, denn NNF wird in jedem Rekursionsschritt auf Formeln angewendet, die
insgesamt weniger Junktoren haben als zuvor.

e Korrektheit: Ist das Ergebnis der rekusiven Umwandlung in NNF?
Ja, denn = kommt im Ergebnis nur in Fall -p (p € P) vor.
Ist das Ergebnis semantisch aquivalent zur Eingabe?

Ja, wie man durch ein induktives Argument leicht zeigen kann
Induktionsanfang: Aquivalenz gilt fiir p und —p; Induktionsvoraussetzung: F = NNF(F) und G = NNF(G); .
Induktionsschritt: fir jeden rekursiven Fall folgt die Aquivalenz aus Voraussetzung, Ersetzungstheorem und bekannten Aquivalenzen.

Satz: Jede Formel kann (in linearer Zeit) in eine aquivalente Formel in NNF umge-
wandelt werden.
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Konjunktive und Disjunktive Normalform

Wir erinnern uns: Literale sind negierte oder nichtnegierte Atome.

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF) wenn sie eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist, d.h. wenn sie die Form hat:

(Ll,l V... VLl,ml) A (Lg’l V... VL27m2) A... A (Ln,l V... Vme,,)

wobei die Formeln L;; Literale sind. Eine Disjunktion von Literalen hei3t Klausel.

~> Eine Formel in KNF ist eine Konjunktion von Klauseln.

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF) wenn sie eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen ist, d.h. wenn sie die Form hat:

(Ll,l A .../\L17ml)V(L2’1 VAN /\Lzymz)V ...V(L,,’l AL /\Ln,mn)

wobei die Formeln L;; Literale sind. Eine Konjunktion von Literalen hei3t Monom.

~» Eine Formel in DNF ist eine Disjunktion von Monomen.
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KNF und DNF bilden (Methode 1)

Man kann KNF und DNF direkt aus der Wahrheitswertetabelle ablesen:

p
0

1

Sebastian Rudolph, TU Dresden

q
0
0
1

1

P g
0
1

1

Disjunktive Normalform:

® Fir jede Zeile mit Wert 1, bilde ein
Monom mit allen Atomen, wobei
genau die Atome mit Wert 0
negiert werden

® Beispiel: (p A —q) V (=p A q)

Konjunktive Normalform:

® Fir jede Zeile mit Wert 0, bilde
eine Klausel mit allen Atomen,
wobei genau die Atome mit Wert 1
negiert werden

® Beispiel: (p V g) A (=p V —q)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)

Beispiel:
PA=g)V(=pAg)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)

Beispiel:
PA=VEPAD=E((P A=V -P)A(PA-g) VY q)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)

Beispiel:
PA=@QV(EPAQY=E((PA-gQ N -p)Ap A9V Q)
=(@PV-pPAEgV-pA@PA-9VQqg)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)

Beispiel:

PA=qV(EpAY=((pA=g)V=p)A(pA-g)Vq)
=(@PV-p)A(=gV-p)A((p A9V q)
=(@PV-PA(gV-PAQPVGA(GYQq)
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KNF und DNF bilden (Methode 2)

Man kann KNF und DNF auch bilden, indem man die NNF erzeugt und anschlieBend
Distributivgesetze anwendet. Dies ist oft direkter.

Konjunktive Normalform

Distributivgesetz: FV(GAH) = (FV G)A(FV H)

Beispiel:
A=V (A =((pA-q)V —p) AP A-g) V)
=@V P A(gV-P)A(PpA-g) V)
=(PV-PIA(=gV P APV A(GgVq)
(Man kénnte die wahren Klauseln (p vV —p) und (—g V g) streichen.)

Disjunktive Normalform

Distributivgesetz: FA(GV H) = (FAG)V (FAH) (analog)
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Wie effizient sind die Umformungen in KNF?

Ableitung aus Wahrheitswertetabelle

Anzahl der Zeilen (=Klauseln) ist exponentiell in der Anzahl der Variablen.
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Wie effizient sind die Umformungen in KNF?

Ableitung aus Wahrheitswertetabelle

Anzahl der Zeilen (=Klauseln) ist exponentiell in der Anzahl der Variablen.

Umformung mit Distributivgesetz
® Negationsnormalform hat lineare GréBe.

e Distributivgesetz kann Vorkommen von Formeln verdoppeln; dies fahrt zu
exponentiellem Wachstum.
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Wie effizient sind die Umformungen in KNF?

Ableitung aus Wahrheitswertetabelle

Anzahl der Zeilen (=Klauseln) ist exponentiell in der Anzahl der Variablen.

Umformung mit Distributivgesetz
® Negationsnormalform hat lineare GréBe.

e Distributivgesetz kann Vorkommen von Formeln verdoppeln; dies fahrt zu
exponentiellem Wachstum.

Beispiel: Wir betrachten die Atome a; und b; fur i € {1,...,n}. Flr
(ay Ab)V(aa Aby)V ...V (a, \by)
ergibt sich die KNF:

(aVayV...Na)NbiVaV...NVa)N...AN(byVbyV...Vb,)

2" Klauseln mit allen Kombinationen aus a; und b;

~» Anzahl der Klauseln ist exponentiell in der Anzahl der Variablen.

Sebastian Rudolph, TU Dresden Formale Systeme, VL 22 Folie 29 von 31


https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Sebastian_Rudolph
https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Formale_Systeme_(WS2024)

Effizientere Normalformen?

Unsere Umformungen sind schlimmstenfalls exponentiell.
® Allgemein unvermeidbar: Es gibt oft keine kleinere KNF/DNF.

® Fir KNF (aber nicht fir DNF!) kann das Problem durch Einfihrung zusétzlicher
Hilfsvariablen gelést werden

(Es gibt eine polynomielle Formel in KNF mit zusatzlichen Variablen, welche ,bezlglich der Variablen der urspriinglichen Formel*
semantisch dquivalent ist. Stichwort: Tseitin-Transformation.)

Beispiel: (a; A by) V (ax Aby) V...V (a, A by,) ist ausdriickbar als:

((@1 Aby) V)
A(c1 & ((a2 Aby) V ¢2))
A (c2 & ((az A b3) V c3))
.o N(Cp=1 © (an A by))

Diese Formel ist ,fast” aquivalent (bis auf die zusatzlichen ¢;) und hat eine polynomiel-
le KNF.

(Jede Zeile kann einzeln in KNF ubersetzt werden, wobei Formeln fester GroBe entstehen, von denen es linear viele gibt.)
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Zusammenfassung und Ausblick
In der Aussagenlogik gelten viele niitzliche Aquivalenzen die man fiir Umformungen
ausnutzen kann.

Die Negationsnormalform vereinfacht Formeln, indem Negationen ,nach unten®
verschoben werden.

Konjunktive und disjunktive Normalform stellen beliebige Formeln als Konjunktion bzw.
Disjunktion dar, allerdings zum Teil mit erheblichen (exponentiellen) Kosten.

Offene Fragen:
® (Geht logisches SchlieBen auch ohne Wahrheitswertetabellen?
® Wie (in)effizient ist logisches SchlieBen?

® Was hat das mit Sprachen, Berechnung und TMs zu tun?
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