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Formale Systeme

5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 (Beispiele zur NNF und KF Transformation)

Seien p, q und r aussagenlogische Variable. Transformieren Sie die folgenden Formeln
schrittweise in Negationsnormalform (NNF) sowie in konjunktive Normalform (KF).
Verwenden Sie dazu ausschließlich die in der Vorlesung aufgeführten Transformationsre-
geln.

(a) (¬((p ∧ q) ∨ p) ∨ p)

(b) ¬(((p ∨ q) ∧ (q ∧ r)) ∨ ¬((r ∧ q) ∧ (q ∨ p)))

Aufgabe 5.2 ((Un-)erfüllbarkeit von Klausel(-mengen))

Sei F = 〈C1, . . . , Cn〉 (n ≥ 1) eine aussagenlogische Formel in Klauselform und sei
C = [L1, . . . , Lm] (m ≥ 0) eine Klausel. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) F ist unerfüllbar, wenn eine in F vorkommende Klausel unerfüllbar ist.

(b) F kann unerfüllbar sein obwohl jede in F vorkommende Klausel erfüllbar ist.

(c) C ist erfüllbar gdw. es ein Literal in C gibt.

Aufgabe 5.3 (Beweis von Lemma 3.29)

Beweisen Sie die folgende Aussage.

Wenn F eine verallgemeinerte Konjunktion von verallgemeinerten
Disjunktionen ist und F ′ aus F durch die Anwendung einer der
im Algorithmus zur Transformation in Klauselform verwendeten
Ersetzungsregel erhalten wurde, dann gilt: F ′ ist eine verallge-
meinerte Konjunktion von verallgemeinerten Disjunktionen und
F ≡ F ′.
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Aufgabe 5.4 (Terminierung der NNF Transformation)

Wir definieren eine geeignete Rangfunktion r : L(R)→ N wie folgt:

r(F ) =


1 falls F atomar ist

2 · r(G) + 1 falls F von der Form ¬G ist

r(G1) + r(G2) + 2 falls F von der Form (G1 ◦G2) ist

(a) Beweisen Sie das folgende Lemma:

Sei F ∈ L(R), π ∈ PF , F dπe = G und H ∈ L(R) mit r(H) <
r(G).

Dann gilt: r(F dπ 7→ He) < r(F ).

(b) Beweisen Sie die Terminierung des NNF Transformationsalgorithmus. (Benützen
Sie dazu die Definition der obigen Rangfunktion r und das Lemma aus Teilaufga-
be (a).)

Aufgabe 5.5 (Dualismus zwischen KF und DKF)

Sei F eine Formel in der nur die Junktoren ∧, ∨ und ¬ vorkommen.

Sei F diejenige aussagenlogische Formel, welche aus der Formel F entsteht indem man
in F alle Vorkommen von aussagenlogischen Variablen A durch ¬A ersetzt.

Sei F d diejenige aussagenlogische Formel, welche aus der Formel F entsteht indem man
in F alle Junktoren ∧ durch ∨ ersetzt und alle ∨ durch ∧.

(a) Definieren Sie die beiden Funktionen, welche eine beliebige aussagenlogische Formel
F auf F bzw. F d abbilden.

(b) Beweisen Sie, dass für beliebige aussagenlogische Formeln F die logische Äquivalenz

¬F ≡ F d
gilt.

Hinweis: Führen Sie eine strukturelle Induktion über der Struktur von F .

(c) Definieren Sie unter Benutzung der in Teilaufgabe (b) bewiesenen logischen Äquivalenz
ein Verfahren zur Erzeugung der dualen Klauselform für eine Formel ¬F , wenn be-
reits eine Klauselform

〈[L1,1, . . . , L1,n1 ], . . . , [Lk,1, . . . , Lk,nk
] . . . , [Lm,1, . . . , Lm,nm ]〉

für F gegeben ist.

(d) Wenden Sie das in Teilaufgabe (c) definierte Verfahren auf die folgende Formel
FK in konjunktiver Normalform an um eine zu ¬FK logisch äquivalente Formel
in disjunktiver Normalform zu erhalten. (Die auftretenden Kleinbuchstaben seien
aussagenlogische Variable.)

FK = 〈 [¬a,¬b, c, d, e,¬f,¬g ],
[¬h,¬i,¬j, k, l,¬m ],
[¬n,¬o,¬p, q, r ],
[ s,¬t,¬u,¬v,¬w ],
[x,¬y,¬a,¬b,¬c,¬d ],
[¬z,¬a,¬b,¬c, d, e, f ] 〉
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