M1 - Kellerautomaten

a) Geben Sie die formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten
an. Vervollstandigen Sie hierfiir den nachfolgenden Text:

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (PDA) ist ein Sechs-Tupel
M=(, ,,, , )mitdenfolgenden Bestandteilen: ...

b) Welcher andere Akzeptanzbegriff fiir Kellerautomaten ist laut Anmerkung in der
Vorlesung auch mdoglich?

c) Benennen Sie formal die Unterschiede zwischen deterministischen und
nicht-deterministischen Kellerautomaten.

d) Welcher Typ formaler Sprachen wird durch deterministische und welcher durch
nichtdeterministische Kellerautomaten charakterisiert? Benennen Sie jeweils
eine Sprache genau diesen Typs.




M1 - Kellerautomaten

a) Geben Sie die formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten
an. Vervollstandigen Sie hierfiir den nachfolgenden Text:

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (PDA) ist ein Sechs-Tupel
M=(, ,,, , )mitdenfolgenden Bestandteilen: ...
M =(Q,%,T,§,Qq, F) mit den folgenden Bestandteilen:

Q: endliche Menge von Zustanden

X: Eingabealphabet

I': Kelleralphabet

5: Ubergangsfunktion, eine totale Funktion: Q x L, x I'e — 29%Te,
Qo: Menge maglicher Startzustande Qp C Q

F: Menge von Endzustanden F C Q



M1 - Kellerautomaten

b) Welcher andere Akzeptanzbegriff fiir Kellerautomaten ist laut Anmerkung in der
Vorlesung auch moglich?

Neben der Akzeptanz liber Endzustande in F C Q gibt es die (dquivalente)
Akzeptanz Uber leeren Keller.

c) Benennen Sie formal die Unterschiede zwischen deterministischen und
nicht-deterministischen Kellerautomaten.

Ein deterministischer Kellerautomat (DPDA) ist ein Sechs-Tupel
M =(Q,x,T,5,qo, F) mit den folgenden Bestandteilen:

5: Ubergangsfunktion, eine partielle Funktion Q x £, x I, — Q x T, so dass
furalleg € Q,a € X und A € T jeweils nur eines der folgenden definiert ist:

5(q,a,A) 5(qg,a,¢) 5(q,¢,A) 5(q,¢,¢)
go: ein Startstand gg € Q



M1 - Kellerautomaten

d) Welcher Typ formaler Sprachen wird durch deterministische und welcher durch
nichtdeterministische Kellerautomaten charakterisiert? Benennen Sie jeweils
eine Sprache genau diesen Typs.

Automat | Sprachklasse (bzw. Typ) | Beispielsprache
PDA kontextfrei Typ2 | L=1{abick|i+joderj+#k}
DPDA det. kontextfrei det. Typ2 | L ={w € L* | |w|s + |W|p = |W|c}

Hierbei bezeichnet |w|, die Anzahlderx € Z inw ¢ X*.






M2 - Pumping-Lemma

a) Formulieren Sie formal prazise das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen.
Vervollstandigen Sie hierfiir den nachfolgenden Text:

Fir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine natiirliche Zahl n > 0, so dass gilt:

b) Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen, dass die
Sprache L = {0P | p ist eine Primzahl} nicht regular ist.




M2 - Pumping-Lemma

a)

b)

Formulieren Sie formal prazise das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen.
Vervollstandigen Sie hierfiir den nachfolgenden Text:

Fir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine natiirliche Zahl n > 0, so dass gilt:
fur jedes Wort z € L mit |z| > n gibt es eine Zerlegung
Zz = uvwxy mit lvx| > Tund |vwx| < n, so dass fiir jede Zahl k > 0 gilt: uvkkay e L.

Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas fiir requlére Sprachen, dass die
Sprache L = {0P | p ist eine Primzahl} nicht regular ist.

Annahme: L erfiillt das Pumping-Lemma. D.h. es gibt n > 0, so dass fir jedes
Zz € L mit |z| > n eine Aufteilung z = uvw existiert mit:
M v =1 (2) luv| < n (3) uvkw e L fiir jedes k > 0.

Wabhle eine Primzahl ¢ > n 4 2. Laut Pump-Eigenschaft finden wir eine
Zerlegung von 0¢ = uvw, fiir die insbesondere gilt: uvkw ¢ L fiir k = |uw|.
Aber uv!WWlw = o(VI+1luwl ¢ | “Widerspruch. L ist daher nicht regulér.






M3 - Grammatiken

Gegeben sei die Grammatik G = (V, Z, P, S) mit
V ={S,A B}, £={a b}und

P={S— ASB, S— AB, AB — BA, A — a, B— b}.
a) Von welchem maximalen Typ ist G? Begriinden Sie lhre Antwort.

b) Geben Sie vier Worter wq, wo, wa, Wy € L(G) mit |wq| = [wo| = |w3| = [wy| = 4 an.

c) Beschreiben Sie die durch G erzeugte Sprache L(G) in einer geeigneten
Notation.

a) Gistvom Typ 1 (kontextsensitiv) und nicht vom Typ 2 (kontextfrei).
b) wq = aabb, w, = abab, w3 = abba, w, = baba
c) L(G) ={w e{a,b}" | |wla = Wlp}

il






M4 - Grammatiken: CNF/CYK

Gegeben sei das Wort w = abac und die Grammatik G = (V, Z, P, S) mit
V={S A B, C D} ¥={ab,c}tund

P={S—AB, A—BA, A—aB—+AC,B—BB, B—b,C—c, D— AB}.
a) Ist die Grammatik G in Chomsky-Normalform? Begriinden Sie lhre Antwort.

b) Entscheiden Sie mithilfe des Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus, ob w € L(G)
gilt. Transformieren Sie, falls notwendig, G in Chomsky-Normalform.

c) Entfernen Sie in G, sofern vorhanden, nichtterminierende und nichterreichbare
Symbole. Begriinden Sie Ihr Vorgehen.

a) ja. Jede Regel ist von der Form A — BC oderA — x (A,B,C € V,x € X).
b) ...
c) Dist nicht erreichbar, G’ = (V/, £, P’,S) mit V' ={S,A,B, C}und
P'={S—+AB,A—BA A—aB—+ACB—BBB—b,C—c}
hat weder nichtterminierende noch nichterreichbare Symbole.
13



M4 - Grammatiken: CNF/CYK

Gegeben sei das Wort w = abac und die Grammatik G = (V, Z, P, S) mit
V={S A B, C D} ¥={ab,c}tund
P={S—+AB, A—+BA, A—~aB—+AC, B—~BB, B—+b,C—c, D— AB}L

a {A} {D, S} 5} {D, S}

b B} {A} B}

a {A} B}

c €

a b a c

Damit ist w = abac € L.






M5 - NFA/Regulare Ausdriicke/DFA
Gegeben sei der NFA M = ({qo. g1.g92}.{a, b, ¢}, 6,{qo}, {go}) mit &:

Cc

b
a/@b
G
(o

a) Berechnen Sie mithilfe des Arden-Lemmas einen regulédren Ausdruck o mit
L(o) = L(M).

b) Konstruieren Sie einen zu M dquivalenten DFA M’. Verwenden Sie dazu die
Potenzmengenkonstruktion aus der Vorlesung. Stellen Sie dabei sicher, dass
der konstruierte Automat keine unerreichbaren Zustande enthalt.
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M5 - NFA/Regulare Ausdriicke/DFA

Gegeben sei der NFA M = ({qo. g1.g92}.{a, b, ¢}, 6,{qo}, {go}) mit &:

Cc

b
aAb
@A
(o

a) Berechnen Sie mithilfe des Arden-Lemmas einen regulédren Ausdruck o mit
L(o) = L(M).

®g = aongla|e = axglabTctagle = (alabTct)*
bo | bay = b*bxs=bTxy

cay | cog = c*cxg = C+(XO

X1

X2

17



M5 - NFA/Regulare Ausdriicke/DFA

Gegeben sei der NFA M = ({qo. g1.g92}.{a, b, ¢}, 6,{qo}, {go}) mit &:

Cc

b) DFA M':

18






M6 - Nerode/Minimalautomat

Geben Sie die Nerode-Aquivalenzklassen fiir die nachfolgenden Sprachen an und
geben Sie den Minimalautomaten fir Ly an.

L;=L((ab)*a* |b) und L, ={w e {a b} |w=wk
Fir L, lauten die Aquivalenzklassen:
[el,, = L(e) [al., = L((ab)*a)

b, = L(b) [aal,, = L((ab)*aaa*)
(a,b)* \ L

Fir L, lauten die Aquivalenzklassen: W], ={w} mitw € {a, b}*.

D.h. jedes Wort aus {a, b}* bildet eine eigene Aquivalenzklasse.

Damit ist der Nerode-Index von L- unendlich. d.h. die Sprache L- ist nicht reqular.
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Aufgabe 2 (2 + 4 + 2 = 8 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich?

3. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber einem einelementigen Eingabealphabet,
erkennt M nur Palindrome?
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Aufgabe 2a (2 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

13



Aufgabe 2a (2 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

Dieses Problem ist entscheidbar.

Man kann die TM M auf Eingabe 42 fiir n Schritte simulieren. Wenn M hilt,
akzeptieren wir, sonst nicht.
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Aufgabe 2b (4 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich?
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Aufgabe 2b (4 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich?

Dieses Problem ist unentscheidbar.

Es handelt sich um das Wortproblem der Sprache
{enc(M) | L(M)ist unendlich}

Da aber Unendlichkeit eine nicht-triviale Eigenschaft formaler Sprachen ist (X* hat
die Eigenschaft, @ nicht), ist diese Menge nach dem Satz von Rice unentscheidbar.

14



Aufgabe 2 c (2 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1.

Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich? X

3. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber einem einelementigen Eingabealphabet,

erkennt M nur Palindrome?
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Aufgabe 2 c (2 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich? X

3. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber einem einelementigen Eingabealphabet,
erkennt M nur Palindrome?

Dieses Problem ist entscheidbar.

Mit einem einelementigen Alphabet lassen sich nur Palindrome bilden. Es handelt
sich also um eine triviale Eigenschaft der Sprache.
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Aufgabe 2 (2 + 4 + 2 = 8 Punkte)

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber dem Eingabealphabet {0,1,...,9} und
eine Zahl n, hialt M nach héchstens n Schritten bei Eingabe 427

2. Gegeben eine Turing-Maschine M, ist L(M) unendlich? X

3. Gegeben eine Turing-Maschine M (iber einem einelementigen Eingabealphabet,
erkennt M nur Palindrome?

16






Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq

Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy

x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO
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Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO
X4 = X3 ¥ X3

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO
X4 = X3 ¥ X3
X5 = X9 + 1

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO
X4 = X3 ¥ X3
X5 = X9 + 1
X5 = X5 — X4

18



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO

X4 = X3 ¥ X3

X5 = X9 + 1

X5 = X5 — X4

IF x5!=0 THEN ;; x5!=0 genau dann, wenn x% < x5

Xo = X3

END



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion
auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO

X4 = X3 ¥ X3

X5 = X9 + 1

X5 = X5 — X4

IF x5!=0 THEN ;; x5!=0 genau dann, wenn x% < x5

Xo = X3

END

X3 = x3 + 1



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei f: IN — N mit f(x) = b/?:XJ. Hierbei bezeichnet die Funktion | -] die Abrundefunktion

auf natirliche Zahlen, also | x| := max{n € N | n < x}.

Geben Sie ein LOOP-Programm an, welches f berechnet.

Das LOOP-Programm berechnet zuerst x — 3x und danach y — LWJ

X9 = X9 t Xq
Xp = X + X1 ;; Xg ist jetzt 3xy
x3 := 0 ;; Initialisierung (nicht unbedingt erforderlich)
LOOP x5 DO
X4 = X3 ¥ X3
X5 = X9 + 1
X5 = X5 — X4
IF x5!=0 THEN ;; x5!=0 genau dann, wenn x% < x5
Xo = X3
END
X3 = x3 + 1
END
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Aufgabe 8: Interleaving und Shuffle

Zu einem gegebenen Alphabet >) seien zwei nichtdeterministische
endliche Automaten (NFA) M, = (Q,;, %, 4;,Q}, E) (1 = 1, 2) mit
disjunkten Zustandsmengen (d.h. @; N Q, = () gegeben.

Wir definieren den Automaten M || M, durch (Q; X Q,,%, 8, Q5 x

Q:i, F; x E,) mit der Ubergangsfunktion 4, sodass fiir alle (g;, q,) €
Q; X Q5 und a € ¥ gilt:

0((91,92),a) ={(q1/,92) | 4/ € 01(q1,a)} U{(aq1,92) | 4o € I5(q2,0)}

Wir nennen M || M, das Interleaving der Automaten M, und M,.



Aufgabe 8: Interleaving und Shuffle

a) Welchen Sprachoperator implementiert ||? Gegeben zwei (regulire)
Sprachen L, L, mit entsprechenden NFAs M, M, (d.h.

L(M;) =L, und L(M,) = L,). Beschreiben Sie die Sprache L(M, ||
M,) in Abhangigkeit von L, und L,.

Wir definieren zunichst wy || w, fir zwei Worter ¥* induktiv:
Anfang Istw; = ¢, so gilt wy || wy = w; (4,5 € {1,2} und i # j).
Schritt Gilt w; = av; und wy = bv, tiir a,b € ¥ und v{,v, € X7,

wy || wy = ({a} o (vy || wy)) U (10} o (wy || vg))



Aufgabe 8: Interleaving und Shuffle

b) Der soeben eingefithrte Sprachoperator heif3t auch Shuffle (L, || L-
ist der Shuflle von L, und L,). Sind reguldre Sprachen unter Shuftle
abgeschlossen? Begriinden Sie IThre Antwort kurz."

Ja, reguldre Sprachen sind unter Shufile abgeschlossen. Das Interleaving
zweier endlicher Automaten ergibt einen endlichen Automaten. Sind
also L und L, regulir, so existieren zwei endliche Automaten M; und

'Sie diirfen davon ausgehen, dass Thre Losung von a) korrekt ist.



Aufgabe 8: Interleaving und Shuffle

c) Sind die entscheidbaren Sprachen ebenfalls unter Shuffle
abgeschlossen? Begriinden Sie Thre Antwort.

Ja, auch die entscheidbaren Sprachen sind unter || abgeschlossen. Seien
M, und M, zwei Entscheider fiir L; und L.

Eine 3-Band-Turingmaschine M teilt zunachst das Eingabewort
nichtdeterministisch w € >* auf die Bander 2 und 3 in w{, w, € ¥X* auf,
sodass w € w; || wy. Im nichsten Schritt simuliert M die Entscheider
M, auf w, (i € {1, 2}) und akzeptiert genau dann, wenn beide
Entscheider akzeptieren. Sonst lehnt M ab.



Gibt es zwei Worter wy; € Ly und wy € L, mit w € w; || wy, so findet
M die passende Zerlegung auf einem Berechnungspfad und akzeptiert
die Eingabe damit.

Die Zerlegungen konnen auch deterministisch systematisch
durchgegangen werden, benotigt aber mehr Platz zum Schreiben.



